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Die Anwendung der konformen Abbildung auf Wellenifelder. 
Von Hans Heinrich MEINKE, München. 
Mit 10 Textabbildungen. 
(Eingegangen am 21. Juni 1948.) 


In einer vorhergehenden Arbeit [1] wurde gezeigt, 
ß die Schaltungen bei sehr hohen Frequenzen 
itungsschaltungen sind und zwar nicht nur, weil 
‚ Leitungen sehr brauchbare Bauformen ergeben, 
ıdern auch aus rein physikalischen Gründen, die 
n der notwendigen Delinition der elektrischen 
undgrößen bei solch hohen Frequenzen ausgehen. 
ne Schaltung besteht dann aus Stücken homogener 
itungen, deren Enden jeweils an inhomogene Ge- 
de anstoßen. Einfache Beispiele solcher Inhomo- 
nitäten sind z.B. bei der konzentrischen Leitung 
Jlierstützen (Abb. la), Querschnittsänderungen 
bb. 1b), Winkelstücke (Abb. le) [1 bis &], Ab- 
hlußkapazitäten (Abb. 1d) [1, 5] u. dgl. Gleiche 
\uelemente kennt auch die Hohlleitertechnik [5, 
bis 14]. Während die Theorie der homogenen 
itungen relativ einfach ist, macht die Berechnung 
r inhomogenen elektromagnetischen Felder erheb- 
;he Schwierigkeiten, und es sind bisher nur wenige 
sungen für besonders einfache Felder bekannt 
. bis 6], [14 bis 16]. Man ist daher in der Praxis 
rauf angewiesen, solche Gebilde auf Grund grober 
\schaulicher Vorstellungen über ihre Felder zu ent- 
erfen, ihre wirklichen Eigenschaften dann meß- 
‚chnisch zu prüfen [2, 3] und ihren Aufbau auf 
rund der Meßergebnisse schrittweise solange zu 
ndern, bis man einen Gegenstand geschaffen hat, 
er die beabsichtigten Eigenschaften besitzt. Dies 
erfahren ist sehr umständlich, bietet keine Garantie 
afür, daß man auf diese Weise die jeweils günstigste 
'orm findet, und gibt auch keinen tieferen Einblick 
\ das Verhalten des betreffenden Gebildes. Es wird 
aher im folgenden der Versuch unternommen, für 
ewisse, nicht extrem komplizierte Inhomogenitäten 
ine theoretische Behandlung unter relativ allgemei- 
en Gesichtspunkten durchzuführen. Man erhält da- 
‚ei neben einigen wichtigen und allgemeingültigen 
\ussagen auch ein Näherungsverfahren zur Lösung 
ler Feldgleichungen, dessen erste Näherung außer- 
‚rdentlich einfach und für den praktischen Gebrauch 
;eeignet ist. Eine ganze Reihe inhomogener Bau- 
lemente wird man nach diesem Verfahren mit be- 
riedigender Genauigkeit in allen Einzelheiten be- 
\andeln können. Es wird hier zunächst nur der Fall 
les sog. ebenen inhomogenen Feldes betrachtet, um 
lie Prinzipien an einem besonders einfachen Beispiel 
‚u entwickeln. Die Anwendung auf konzentrische 
Leitungen und auf Hohlleiter wird in späteren. Ar- 
beiten gezeigt. Eine große Zahl erfolgreicher Anwen- 
dungen liegt bereits vor. 
I. Die Maxweıuschen Gleichungen 
des inhomogenen ebenen Feldes. 
Eswirdein Raum betrachtet, derdurch zweileitende 
Flächen nach Abb. 2a begrenzt ist. Die Flächen sind 
2.1. angew. Physik. Bd. 1. 


senkrecht zur Zeichenebene (y-Richtung) unend- 
lich ausgedehnt. Ihr gezeichneter Längsschnitt soll 
für alle Werte y ’gleich sein. Die Erzeugenden der 
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Abb. 1a—d. Inhomogene Bauteile einer konzentrischen Leitung. 


Flächen sind also parallele Geraden senkrecht zur 
Zeichenebene. Zwischen den Platten bestehe ein 
elektromagnetisches Wechselfeld. In Erweiterung der 
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Abb. 2a u. b. Konforme Abbildung eines inhomogenen Feldes. 


bekannten ebenen Welle, die sich zwischen zwei paral- 
lelen Ebenen mit ebener Wellenfront ausbreiten würde, 
interessiert hier eine kurz als „inhomogene Welle“ 
bezeichnete Wellenform, bei der ein Energietransport 
nur in Richtung der Zeichenebene stattfindet, der 
Poyxtinssche Vektor also stets in der'Zeichenebene 
der Abb. 2a liegt. Die Maxwetschen Gleichungen 
gestatten dann folgenden naheliegenden Ansatz. Da 
17 
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die Form der begrenzenden Ränder unabhängig von 
y ist, sei auch vorausgesetzt, daß alle Feldkomponen- 
ten unabhängig von y sind. Dies ist der einfachste und 
wichtigste Sonderfall aller möglichen Felder. In An- 
lehnung an die ebene Welle zwischen zwei parallelen 
leitenden Platten wird weiter vorausgesetzt, daß 
elektrische Feldkomponenten nur in den gezeichneten 
Längsschnittebenen bestehen (also kleine Kompo- 
nente C}) und keine magnetischen Feldkomponenten 
in dieser Längsschnittebene liegen (also nur eine Kom- 
ponente 9, senkrecht zur Zeichenebene). Wenn man 
im folgenden die Feldgleichungen aufstellt, wird sich 
zeigen, daß. diese Annahmen mit den Gleichungen 
verträglich sind. Es liegt ein ebenes Problem vor, 
das in der Zeichenebene der Abb. 2a verfolgt werden 
kann. 

Die Randbedingungen für die Lösungsfunktionen 
lauten, daß an den leitenden Grenzen keine elektri- 
schen Komponenten tangential zu den Grenzen und 
keine magnetischen Komponenten senkrecht zu den 
Grenzen bestehen dürfen. Die letztere Bedingung ist 
bereits durch den Ansatz erfüllt, daß es nur eine 
Komponente 97 gibt. Da die leitenden Grenzen zu- 
nächst beliebige Form haben sollen, ist dagegen die 
Randbedingung für die elektrischen Komponenten 
mathematisch sehr schwierig zu formulieren. Der 
wesentliche Punkt der folgenden Ableitung liegt nun 
darin, daß dieser krummlinige Rand durch eine kon- 
forme Abbildung auf zwei parallele Geraden nach 
Abb. 2b abgebildet wird. Die Erörterungen beschrän- 
ken sich daher auf solche Ränder in Abb. 2a, für die 
diese konforme Abbildung möglich ist, wobei man 
jedoch sehr viele praktisch interessierende Fälle er- 
faßt. In Abb. 2b gibt es rechtwinkelige Koordinaten x 
und z, und man kann dasFeld zwischen den parallelen 
Geraden durch Koordinatenlinien in beliebig feine 
Quadrate teilen. Diesen Koordinatengeraden ent- 
sprechen in Abb. 2a zwei Kurvenschaaren x — const. 
und 2 = const., die überall aufeinander senkrecht 
stehen und bei der gewählten konformen Abbildung 
in die beiden Schaaren paralleler Geraden der Abb. 2b 
transformiert werden. Ein Punkt P der Abb. 2b ist 
durch seine rechtwinkeligen Koordinaten & und z 
festgelegt. Diesem P entspricht ein Punkt P* in 
Abb. 2a, dem man die gleichen Koordinaten x» und z 
zuschreibt. Dann erhält man in Abb. 2a ein krumm- 
liniges Koordinatensystem mit den (waagerechten) 
Kurven x — const. und den (senkrechten) Kurven 
2 = const. Die begrenzenden Leiter sind Kurven 
2 = const. geworden. Anschaulich gesehen sind die 
Kurven x = const. die Äquipotentiallinien und die 
Kurven z = const. die Feldlinien des statischen elek- 
trischen Feldes, wenn zwischen den beiden Leitern 
eine Gleichspannung besteht. Dieses krummlinige 
Netz der Koordinatenlinien muß nun bekannt sein, 
um die folgende Theorie für zwei gegebene Leiter 
quantitativ anwenden zu können. Die in der Praxis 
üblichen Formen der begrenzenden Leiter sind im all- 
gemeinen so kompliziert, daß man diese Kurven nicht 
berechnen kann, Dann kann man sie nach der be- 
kannten graphischen Methode der Quadratbildung [7] 
relativ leicht zeichnen, wie es in der Elektrotechnik 
allgemein üblich ist. Die Genauigkeit ist dabei erstaun- 
lich gut. Es zeigt sich ferner, daß bei der späteren Ana- 
Iyse des so konstruierten Feldes nach (25) kleine 
Zeichenfehler sofort erkannt und noch nachträglich 
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ausgeglichen werden können, so daß auch große 
sprüche an die Genauigkeit erfüllt werden. Ebe 
könnte man durch die Aufnahme statischer Ägq; 
potentiallinien im elektrolytischen Trog [8, 9] 

Linien x = const. sehr genau gewinnen und kann dan 
die Linien 2 = const. leicht einzeichnen. Unabhän, 
von diesen Hilfsmitteln, die zur quantitativen A 
wertung des Einzelfalls dienen, gibt aber die folgen 
Theorie auch einige neue Einblicke in das allgemei 
Verhalten der inhomogenen Gebilde. 


Rechnet man mit diesen krummlinigen Koord 
naten, so gibt man der elektrischen Feldstärke ei 
Komponente C# in Richtung der Kurven z = cons 
und eine Komponente €&* in Richtung der Kurve; 
© = const. (Abb. 2a). Insgesamt sind also die 3 Kom 
ponenten €}, C* und 5% als Funktionen von x und 
zu berechnen. Die Randbedingung des elektrische: 
Feldes lautet jetzt sehr einfach: Am unteren Leite 
x© = (0 und am oberen Leiter x —= x, muß 6&* übera] 
gleich Null sein. Es werden nun die Feldgleichunge 
aufgestellt. Das Kontinuitätsgesetz für das magne 
tische Feld lautet 
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und ist identisch erfüllt, weil alle Komponenten ur 
abhängig von y sind. Differentialquotienten nach 
werden im folgenden stets fortgelassen. Für di 
weiteren Gesetze benötigt man das Linienelement i 
der x-Richtung, also den wahren Abstand ds, zweie 
benachbarter Kurven &=const. mit dem infinites: 
malen Koordinatenabstand dz in der Form ds, = 
K(x®2) : dz (Abb. 2a). In der zugehörigen abgebii 
deten Ebene der Abb. 2b ist dx der ortunabhängig 
Abstand der entsprechenden Geraden. Das Linier 
element in der z-Richtung, also der wahre Abstan 
ds, zweier benachbarter Kurven z = const. mit der 
Koordinatenabstand dz, beträgt ds, = K(x, z) dz 
dz ist dabei der wahre Abstand der entsprechende 
Geraden in Abb. 2b. Da die Koordinaten x und 
in Abb. 2b wahre Längen sind, ist die Funktion } 
des ds, und des ds, die gleiche. Dieses Gesetz ist au 
der Potentialtheorie bekannt. Anschäulich bedeute 
dies, daß beim ebenen Problem die Quadrate de 
Feldeinteilung der Abb. 2b bei der konformen At 
bildung wieder ‚‚Quadrate‘ in Abb. 2a ergeben. I 
diesem Koordinatensystem lautet dann das Kont 
nuitätsgesetz des elektrischen Feldes für homogene 
Dielektrikum nach den Regeln der Vektoranalysi 
für krummlinige Koordinaten [11] 


ö { 2 i 
5 KR E+ IR I=0. (@ 


In folgenden wird angenommen, daß in Abb. 2a kei 
Dielektrikum vorhanden ist, also die absolute Dielek 
trizitätskonstante A, des freien Raumes besteht. Da 
Durchflutungsgesetz der Komponente €* wird i 
komplexer Schreibweise 


jo AK -&]=— 095/02. (3 
Das Durchflutungsgesetz der Komponente &* heiß 
jo A,[K -&] = 99,/0x. (4 


Das Durchflutungsgesetz der dritten Raumrichtun; 
ist bei dem vorliegenden Ansatz identisch gleich Null 
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as Induktionsgesetz der Komponente 9, mit der 
jsoluten Permeabilität /7, des freien Raumes lautet 


. ’ , ö [2] E 
jo RE 85 - 1K-©&N- IK. (8) 


ie Induktionsgesetze der beiden anderen Raum- 
chtungen sind identisch gleich Null. 

Stellt man die entsprechenden Gesetze für das 
eld der Abb. 2b auf, so wird überall X=1. Wenn 
an dann das Feld der Abb. 2b mit einem gedachten 
fedium ausfüllt, das die relative Dielektrizitätskon- 
ante 1, aber eine ortabhängige relative Permeabi- 
tät (x) hat, so lauten die Feldgleichungen, wobei 
ie Komponenten in Abb. 2b ohne Stern geschrieben 
erden 


12 [&1+ Z1&,1=0, (2a) 
704): C&, = — 99,/92, (3a) 
io4Ay &,= 88,[08, (4a) 
jo IIl,u 8, = 09&,/0x — 96,02. (5a) 

lan setze folgende Analogie 
K-&=-G,, (6) 
KE=-6, (7) 
dr (8) 
K:2(z,2)=u(x2). (9) 


Inter dieser Gleichsetzung werden die Feldgleichun- 
en der Abb. 2a und Abb. 2b identisch. Es besteht 
lso folgender wichtiger Satz: Das krummlinig be- 
renzte Wellenfeld mit u =1'der Abb. 2a verhält 
ich ebenso wie das geradlinig begrenzte Feld der 
\bb. 2b, wenn man Abb. 2a mit Hilfe einer konfor- 
nen Abbildung auf Abb. 2b transformiert, wobei man 
edoch in Abb. 2b eine ortsabhängige relative Perme- 
bilität u = K? einführen muß. Daß man dabei nach 
6) und (7) K - €* mit € gleichsetzen muß, ist eine 
yekannte Bedingung, die man schon bei der konfor- 
nen Abbildung statischer Felder kennt. Das K? ist 
ine Zahl, die das Verhältnis des Flächeninhalts 
Is, : ds, = K?dxdz eines infinitesimalen Rechtecks 
nit den Kanten ds, und ds, in Abb. 2a zum Flächen- 
nhalt dx dz des entsprechenden Rechtecks in Abb.2b 
ıngibt, also die Flächenänderung bei der konformen 
Abbildung. Man kann so die konforme Abbildung 
uch auf Wellenfelder wie im statischen Fallanwenden, 
wobei $, nach (8) nicht verändert wird, sondern 
ediglich zwischen den parallelen Ebenen eine orts- 
ıbhängige Permeabilität auftritt. Der tiefere Sinn 
lieses u liegt darin, daß dadurch die Energie des ma- 
netischen Feldes bei der Transformation erhalten 
leibt, weil wegen des nicht veränderten 9, nach (8) 
ohne‘ das zusätzliche u die Energiedichte erhalten 
bliebe und wegen der veränderten Größe der Volum- 
elemente dann die magnetische Energie verändert 
würde. Kennt man die ‚, Quadratteilung‘ in Abb. 2a, 
so kennt man K=ds,/dx und dann auch das « in 
Abb. 2b. Kleine Quadrate in Abb. 2a geben kleines 
u, große Quadrate großes u. 


| II. Die allgemeine Lösung der Feldgleichungen. 
Die Aufgabe der Berechnung inhomogener ebener 
Wellenfelder ist also allgemein auf die Berechnung 
es Wellenfeldes zwischen zwei unendlich großen 


parallelen Ebenen mit beliebiger, ortsabhängiger Per- 
meabilität zurückgeführt. Die Gl. (2a) bis (5a) sind 
nun zu lösen. Für den Sonderfall u = const. gibt 
dies die bekannte ebene Welle zwischen parallelen 
Platten im homogenen Medium mit den Lösungen 


E, = U, eti2r2Vu; ) 
h "AN ar 
Yy = + wa e+J? zVwiR, 
Neben den ebenen Wellen nach (10) sind folgende 


Felder für beliebiges ganzzahliges n>1 möglich 
[6, 10] 


&=0.| Sy 


r N TE 
&,= 4, 608 4 ER, (11) 
hr‘ N-T NR Yvn% 
G, ib SR z e’n”, (12) 
: D) NUR, y ; 
9 =970 As = C x, n? (13) 
s nn 1/ (2x 

mit mt“ Vı-e5 ) (14) 

wobei A die Wellenlänge im freien Raum und 
2 II A, = (2/4)? (15) 

ist. Solange in (14) 
3 2% 

Van; <1 (16) 


ist, bleibt y,„ reell. Bei positivem y„ sind dies mit 
abnehmendem z exponentiell abnehmende und bei 
negativem y„ mit wachsendem 2 exponentiell abneh- 
mende Felder. Es gibt zu jedem n eine Grenzwellen- 
länge 5 
n=2:2-]R, am 
bei der die Wurzelin (14) gleich Null, alle Komponen- 
ten unabhängig von z und €, für X, + 0 unendlich groß 
werden. Für niedrige Frequenzen ist frequenzunab- 
hängig yn = nn/x,; bei Annäherung der Betriebs- 
wellenlänge A an die Grenzwellenlänge A, wird y, 
frequenzabhängig und kleiner. Für A <A, wird y, 
imaginär, und man erhält für das betreffende n eine 
Welle. Für n=1 ist A, am größten. Dort tritt 
die Welle also bei wachsender Frequenz (abnehmen- 
dem A) am frühesten auf. Der Zustand, wo neben 
der ebenen Welle (10) noch eine zweite Welle mög- 
lich ist, ist in der Praxis meist unerwünscht, so daß 
man sich auf den Zustand 


>22, |u oder Er (18) 
beschränken wird. Die allgemeinste Lösung für kon- 
stantes u ist eine beliebige Linearkombination der 
ebenen Welle (10) und der Zusatzfelder (11) bis (14), 
wobei beide Vorzeichen im Exponenten der e-Funktion 
in getrennten Gliedern vorkommen können. 

Die .bisherigen Lösungen, die für inhomogene 
Felder bekannt sind [6, 10, 15, 16], verwenden ge- 
eignete einfache Kombinationen dieser Einzellösun- 
gen. Der allgemeinste inhomogene Fall läßt sich 
durch eine verallgemeinerte Kombination in ähnlicher 


Form darstellen 


G=ha)+h cos + fa (2) cos er e | 
1 ı 


Het most | 


mit noch näher zu bestimmenden Funktionen f,(2), 
deren Differentialquotienten die z-Abhängigkeit des 
&, bestimmen. (2a) ist dann erfüllt, wenn 


. 2 

= he). sin + 2fsl@)sin + 
1 1 1 (20) 

NIX 
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Dieser Ansatz für €, erfüllt die Grenzbedingung, daß 
für <=0 und x = x, stets €, = 0 ist. (3a) und (4a) 
sind erfüllt, wenn 


= ieh) + hc + 


2% NIE 
a ACH urn 


(21) 


+ a(2) eos +]. 


SL. 


VAL 
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Dieser Ansatz (19) bis (21) muß nun noch (5a) erfüllen. 
Hierbei ist es zweckmäßig, die Trennung der Verän- 
derlichen x und z in der gegebenen Funktion u(%, 2) 
in einer ähnlichen Form wie in den Feldkomponenten 
vorzunehmen: 


A(®, 2) = Mole) + me) 008 + 
27 
2% 


33 
Nnn® (22) 


+++ u,(2) - 008 deu. 


+ (2) cos 


Dies ist also eine Fourieranalyse der Funktion u über 
die Veränderliche x, so daß 


%ı 
TA -  [nte, 2)dx (23) 
1 
ö 
und für n>0 
= 
Me) [ua 2). cos de. (24) 


Abb. 3a zeigt als Beispiel eine sprunghafte Vergrößerung 
des Abstandes zweier sonst paralleler Leiter. In der Um- 
gebung der Sprungstelle entsteht eine Feldinhomogenität, 
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die nach beiden Seiten in homogene Felder übergeht. Di 
eingezeichneten Feldlinien und Aquipotentiallinien des stati 
schen Feldes geben das krummlinige Koordinatensystem, da; 
durch konforme Abbildung auf das rechtwinklige Koordi, 
natensystem der Abb.3b transformiert wird. Die Zahlen 
in den Quadraten der Abb.3b geben das u = K? an, das 
durch die Abbildung entsteht. Man vergleiche die Flächen 
der Feldlinienquadrate in Abb. 3a und die u-Werte in Abb. 3b. 
Bei immer feinerer Feldunterteilung bekommt man dann 
eine immer genauere ‚-Verteilung. Die senkrechten Streifen 
sind durch römische Ziffern unterschieden, und Abb. 4 zeigt 
für die einzelnen Streifen die Verteilung des # in Abb. 3b, 
also die Abhängigkeit des u von x. Neben einem allgemeinen 


X=0 


A=d x 


Abb. 4. «-Verteilung in den Streifen der Abb. 3. 


Ansteigen des u vom Wert 1 auf den Wert 4, der dem rechter 
homogenen Feld wegen des doppelten Leiterabstandes ent: 
spricht, bestehen Schwankungen nach oben und unten inner: 
halb jeder Kurve. Man erkennt, daß allgemein stark ein. 
springende Ecken eine besonders große x-Abhängigkeit ver: 
ursachen werden. Ein besonders krasses Beispiel sind seit: 
liche Einbuchtungen wie in Abb. 5, wo innerhalb der Ein. 
buchtung sehr große u-Werte entstehen, was schon bei relativ 
niedrigen Frequenzen zu einer selbstständigen stehenden Welle 
in diesen Einbuchtungen führt. Abb. 6 zeigt die ersten Koeffi 
zienten des u nach (23) und (24) zum Beispiel der Abb.:! 
und 4. Jede der beiden Ecken gibt einen besonderen Beitrag 
zum 1, mit entgegengesetztem Vorzeichen. Durch Abrunder 
der Ecken kann man die Spitzenwerte der zugehörigen w, 
wesentlich verkleinern. Zum Beispiel bringt die geringe Ab. 
rundung der einen Ecke in Abb. 7 den positiven Anteil des zz. 
in Abb. 6 bereits fast vollständig zum Verschwinden. Da diese 
Auswertung des Feldlinienbildes immer nur die Mittelwerte 
eines Streifens gibt, sind die „-Kurven in Abb. 6 zunächst 
Treppenkurven, durch die man bei Bedarf ohne Mühe ein 
glatte Kurve ziehen kann, die dem wirklichen Verlauf des 4, 
sehr nahe kommen wird. Man erkennt, daß auch bei relatin 
kräftigen Inhomogenitäten das , immer merklich kleiner al: 
1, und alle weiteren 4, noch wesentlich kleiner sind. In deı 
Praxis wird daher «, das Hauptglied sein, das «, nur in seiner 
Spitzen berücksichtigt werden und höhere u, nur wenig inter- 


essieren. h- 


ET ER 


jei der ebenen Welle ist C, — 0. Von besonderem 
resse ist nun allgemein der Fall, wo auch im 
‚mogenen Feld &* = O ist. Dann besteht nur eine 
nponente &* in Abb. 2a, bzw. 6, in Abb. 2b. 


‚s bedeutet, daß dann auch im Wechselfeld die elek- 
‚chen Feldlinien längs der Linien z = const., also 
gs der Feldlinien des statischen Feldes verlaufen. 
s &* = 0 folgt nach (4), daß 5% dann unabhängig 


Abb. 6. Fourier-Koeffizienten des 4 der Abb. 4. 


‘on x sein muß, und aus (2), daß K + ebenfalls 
ınabhängig von x sein muß. Dann wird aus (5) 


joll,-Ke-5=-— [IK &]. (8) 


Zechts steht eine Funktion von 2 allein, also ist auch 
las Produkt K? - $* links eine Funktion von z allein. 


Y 
Da 9% ebenfalls das & nicht enthält, tritt der ge- 


wünschte Sonderfall &* —0 nur dann ein, wenn Kun- - 


2. f. angew. Physik. Bd.1. 
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abhängig von x ist. K darf dagegen eine Funktion von 
z sein. K unabhängig von x bedeutet solche krumm- 
linigen Koordinatenlinien in Abb. 2a, daß der Ab- 
stand ds; = K -dz benachbarter Linien 2 = const. 
längs der ganzen Feldlinie konstant ist. Diesen Fall, 
wo die begrenzenden Leiter eben sein müssen, aber 
gegeneinander geneigt sein können, zeigt Abb. 8. Die 


Abb. 7. Abgerundete Ecke. 


Linien z = const. sind dort konzentrische Kreise, wo 
ds, die Differenz der Radien benachbarter Kreise, 
also längs eines Kreises konstant ist. In allen Fällen, 
wo K eine Funktion von x und z ist, entsteht eine 
Komponente &*+ Oin Abb. 2a, bzw. 6, + 0inAbb.2b, 


/ 


x=const 


Abb. 8. Welle zwischen geneigten Ebenen. j 


so daß dann auch die elektrischen Feldlinien nicht 
mehr längs der statischen Feldlinien verlaufen. Die 
physikalischen Gründe, die zum Auftreten dieser 
Komponente €, führen, kann man vielleicht an fol- 
gendem Beispiel erläutern. Abb. 9 zeigt eine ebene 


Abb. 9. 


Störelement zwischen parallelen Ebenen. 


Welle zwischen zwei parallelen Ebenen, deren Homo- 
genität lediglich durch ein kleines Volumelement mit 
u >1 (schraffiert) gestört wird. Es sei angenommen, 
daß dadurch die Welle nicht nennenswert verändert 
wird. Im linken homogenen Teil der Abb. 9 zeigen 
Pfeile die Energiewanderung beim Fortschreiten der 
Welle. Jedes Volumelement gibt seine Energie weiter 
an das benachbarte Element und alle Pfeile laufen 
parallel zur z-Richtung. In der Umgebung des u- 
Teilchens (Abb. 9 Mitte) wandert jedoch die Energie 
auch etwas in Richtung zu diesem Teilchen hin und 
aus ihm den gezeichneten Pfeilen entsprechend wieder 
heraus, weil die Energiekonzentration in dem u-Teil- 
chen größer ist als im übrigen Feld und diese Energie 
17a 


aus der ganzen Nachbarschaft herangeholt werden 
muß. Der Poyntingsche Vektor hat hier also nicht 
nur Komponenten in der z-Richtung (senkrecht zu 
&, und $,), sondern auch in der x-Richtung. Da nur 
eine magnetische Komponente $, besteht, fordert 
dieser seitliche Leistungstransport eine elektrische 
Komponente senkrecht zur x-Richtung also eine 
Komponente €,. Eine 4-Schicht in Abb. 9 rechts, 
deren u nicht von x abhängt, gibt dagegen wieder 
einen gleichmäßigen Leistungsdurchgang in z-Rich- 
tung, woran auch eine partielle Reflexion der ganzen 
ebenen Welle an der Grenzfläche nichts ändert. Eine 
solche Schicht erzeugt also keine Komponente G,. 

Durch das Auftreten der Komponente C# im all- 
gemeinen Feld werden die Verhältnisse sehr kompli- 
ziert, weil normalerweise C* und &* nicht phasen- 
gleich sein werden und dann nach [1] keine zeitun- 
abhängigen induktions- und verschiebungsstromfreien 
Flächen mehr bestehen, also jede Vierpoldefinition 
aufhört. Es zeigt sich jedoch, daß bei hinreichend 
niedrigen Frequenzen, wo die Querabmessungen klein 
gegen die Wellenlänge sind, das C* in erster N äherung 
vernachlässigt werden kann, so daß dann immer noch 
fast genau die Feldlinien des statischen Feldes be- 
stehen und zeitunabhängige Grenzflächen bilden. 
Wenn man also das statische Feld kennt, kann man 
dann die in [1] beschriebene Vierpolaufteilung machen 
und das Verhalten der inhomogenen Leitung als Lei- 
tung mit ortsabhängigem Wellenwiderstand berech- 
nen. In späteren Arbeiten wird dies für zahlreiche 
interessante Inhomogenitäten quantitativ durchge- 
führt werden. Man muß dann allerdings stets noch 
die zweite Näherung für das Feldverhalten unter 
Berücksichtigung des z, kennen, um die Brauchbar- 
keit der Näherung zu kennen; vgl. auch (43). 


Setzt man (19) bis (22) in (5a) ein, so erhält man 
mit (15) 


2 
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Multipliziert man in (26) links die Klammern aus und 
benutzt (27), so ist (26) erfüllt, wenn alle von cos 
freien Glieder rechts und links eine Gleichung 
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Hass Hersrich Mrınk£: Die Anwendung der konformen Abbildung auf Wellenfelder. 
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bilden, ebenso auch jeweils die Faktoren | 
cosn 7 x/x, rechts und links für sich. So entst 
die Folge von Gleichungen 


ala ht hut glg hut] 
ern. 

(27/0 font fa + Ihm + 2 
ee 


Der Ansatz (19) bis (21) stellt also eine vollständ 
Lösung des inhomogenen Feldes dar, wobei die Fu 
tionen f„ unendlich viele Differentialgleichungen 
füllen müssen. Die Lösung ist dann sinnvoll, we 
die gegebenen Reihen konvergent sind, und praktis 
verwendbar, wenn die Reihen schnell konvergier: 

Die Konvergenz wird grundsätzlich mit wachse 
der Frequenz schlechter und wird entscheidend |] 
stimmt durch die Konvergenz der Reihe des una 
(22). Anordnungen mit abgerundeten Ecken na 
Abb. 7 ergeben sehr gute Konvergenz. Ein Verla 
nach Abb. 3 und 6 ist durchaus brauchbar, währe 
in Extremfällen wie in Abb. 5 kaum noch eine Anwe 
dung dieser Methode sinnvoll ist. Bei der praktisch 
Auswertung muß man nach Verfahren suchen, c 
eine grobe Abschätzung der einzelnen Bestandte 
des Gleichungssystems gestatten, und sich dann vi 
vornherein auf diejenigen Glieder beschränken, « 
maßgebenden Einfluß haben. Nur dann kommt m: 
zu einem erträglichen Rechenaufwand. Es wurd. 
bereits die verschiedensten Teilformen untersucl 
R. Pırory hat dann erstmalig das vollständige unen 
liche Gleichungssystem aufgestellt und es in math 
matischer Hinsicht untersucht, worüber in Kür: 
berichtet wird [18]. 


( 
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III. Eine brauchbare Näherung. 

Im vorliegenden Fall interessiert die Anwendur 
der Theorie auf zahlreiche Bauelemente der Dez 
meterwellentechnik, die sich nach Abb. I zwar vo 
zugsweise auf die konzentrische Leitung beziehe 
Jedoch ist der im folgenden gewählte Weg sehr zweel 
mäßig, wo die noch etwas schwierigen Ableitunge 
in der Ebene durchgeführt werden. In der konzer 
trischen Leitung treten lediglich Zylinderfunktione 
an die Stelle der hier verwendeten trigonometrische 
Funktionen, was am Prinzip und den grundsätzliche 
Ergebnissen nichts ändert [4, 10]. Für die beat 
sichtigten Anwendungen sind nun einige Verein 
fachungen des Problems möglich, die soweit führen 
daß das Verfahren für den täglichen Gebrauch de 
Ingenieurs brauchbar wird. Das Ziel sind die Lö 
sungen, bei denen nur noch die Funktion fo ein 
Rolle spielt [17]. f, interessiert dann nur noch inso 
fern, als es die Grenze der Anwendbarkeit des fo be 
stimmt, Es soll vorausgesetzt werden, daß die Reih, 
(22) gut konvergiert, so daß für alle z 


Mn | [Mo < 1/2” (31 


ist. Abb. 6 zeigt, daß diese Bedingungen auch fü 
kräftige Inhomogenitäten erfüllt ist, wobei. große 
Werte |u„| außerdem nur in schmalen Spitzen auf 
treten werden. In den meisten Fällen ist |un| sogaı 


J “ 


4 


rhältnis | f„|/| fo| mit wachsender Frequenz wächst. 
s werden daher grundsätzlich nur Frequenzen be- 
achtet, die so klein sind, daß 


Anl fol < U3* 


(32) 
» 
t. Wo diese Frequenzgrenze liegt, wird sich später 
geben. In (28) wird dann das Glied } fj «, kleiner 
s !/ıö des Hauptgliedes bleiben, im allgemeinen noch 
esentlich kleiner, so daß also das Glied } fi u, ein 
leines Korrekturglied bleibt, während die Glieder 
it höherem n vernachlässigbar klein sind. Also bleibt 
ı (28) 


= — 2a] Ifomtshrm- (33) 
29) enthält folgende Hauptglieder 
v— — (27/2 [form + hu) + (ala) fh (34) 


's sind im Prinzip Fälle denkbar, wo das vernach- 
issigte Glied } fg u, in der eckigen Klammer von 
34) in geringem Umfang wirksam werden könnte. 
edoch ergibt eine genauere Diskussion, daß dadurch 
ein nennenswerter Einfluß auf die Hauptfunktion fy 
ntsteht, während man dem an sich schon kleinen 
Sorrekturglied f, die möglichen kleinen Fehler ohne 
veiteres zugestehen kann, weil dieses fj eine etwas 
eringere Genauigkeit haben darf, ohne dadurch die 
jenauigkeit der Gesamtlösung meßbar zu ändern. 

Das Hauptinteresse besteht für Inhomogenitäten, 
lie beiderseits an homogene Felder anstoßen, wo 
Iso die Funktion u nach beiden Seiten in ein kon- 
tantes u ausläuft wie in Abb. 3b. Dies sind dann die 
yichtigen inhomogenen Bauelemente im Zuge homo- 
‚ener Leitungen. In diesen homogenen Anschluß- 
eitungen bestehen die Lösungen (11) und (12) bis (14). 
7m in diesen Anschlußleitungen keine Nebenwellen 
zu erzeugen, wählt man x, so klein, daß für beide 
Leitungen die Betriebswellenlänge ) wesentlich größer 
ıls die kleinste Grenzwellenlänge A, = 22, ° Ya nach 
(20) für n =1 ist. Um auch innerhalb der zunächst 
noch beliebig geformten Inhomogenität unangenehme 
Erscheinungen in Form solcher Nebenwellen grund- 
sätzlich zu vermeiden, setzt man allgemein 


. 
2 Vo)max 
wobei (i)max der größte auf der Leitung auftretende 
Wert des u, ist. Die drei einschränkenden Bedingun- 
gen (31), (32) und (35) beschreiben also den praktisch 
brauchbaren Bereich für das entwickelte Lösungs- 
verfahren. . 

Bevor man sich der Lösung der Gl. (33) und (34) 
im Einzelfall zuwendet, sollte man zunächst die 
Größenordnung des f; gegenüber dem fa feststellen, 
weil meist f, so klein ist, daß es von vornherein ver- 
nachlässigt werden kann, so daß nur die einfache 
Gleichung 


2x (35) 


0 = — (2n/A)? fol (36) 


zur Bestimmung des f, nachbleibt [17]. Mit Hilfe 
von (34) soll daher ein brauchbarer Anhaltspunkt für 
den Quotienten |f}|/|fo| gewonnen werden. Hier 
wird zunächst mit einem einfachen Fall begonnen, 
"aus dem dann der allgemeine Fall abgeleitet werden 
kann. Man setzt voraus, daß eine Inhomogenität 
betrachtet wird, die nur eine einzige, relativ schmale 
Spitze in der u,-Kurve (Abb. 6) hat, wie es etwa bei 
2.f. augew. Physik, Bd. 1. 


dem Gebilde der Abb. 7 der Fall wäre. Eine solche 
{4-Spitze sei angenähert durch eine Rechteckkurve 
nach Abb. 10a dargestellt, wo das u, auf einer Breite 
Az den konstanten Wert u, und außerhalb des 
Bereichs überall den Wert Null hat. Diese Idealisierung 
paßt durchaus zu dem graphischen Verfahren der 
Feldlinienkonstruktion, wo sich ebenfalls nur jeweils 
für den Streifen endlicher Breite Az ein mittleres 
u, ergibt (Abb. 6). Es sei weiter vorausgesetzt, daß 
die Frequenz noch so niedrig ist, daß x, wesentlich 
unter der Grenze (35) bleibt. Dann kann man in (34) 
das Glied (27/4)? - fı u, gegenüber dem Glied (a/x,)? fı 
vernachlässigen, und es bleibt 


= (al)? ih (2A? foin- (37) 
4 
a) 
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Abb. 10a u. b. Schmale 4,-Spitze. 


Die Leitung mit dem ‚,-Verlauf nach Abb. 10a teilt 
man in 3 Bereiche. Im Bereich I (z< 2,) ist 14 =; 
und (37) reduziert sich auf 


= (aa) fi 
mit der Lösung I 
1 = Ar 2 er" z/&ı 


(38) 


(39) 


und einer noch zu bestimmenden Konstanten Ar: 
Im Bereich II („<2<2, + 42) ist u, konstant. 
Es sei vorausgesetzt, daß die Breite Az sehr klein 
gegen A ist, so daß man f, im Bereich II gleich seinem 
Mittelwert setzen kann. fo {4 ist also im Bereich II 
eine Konstante und (37) ergibt die Lösung Il 


fi = An: er?! + Bır' e-=zlaı + (27/4)? fol- 


Im Bereich III (<> 2, + Az) ist wieder u, = 0 und 
(38) ergibt die Lösung Ill 


el 
= &m e "rm. 


Die Konstanten sind so zu bestimmen, daß an den 
Sprungstellen z—= 2, undze= 2, + Az die Funktions- 
werte und ihre ersten Differentialquotienten über- 
einstimmen. Den Funktionsverlauf zeigt Abb. 10b. 
Man erhält eine Kurve, dienur innerhalb des BereichsIl 
nennenswerte Werte erreicht und nach beiden Seiten 
schnell abfällt. Das Maximum (fı)max des fı liegt 
in der Mitte des Bereichs II und lautet für kleine Az 


(42) 


(40) 


(41) 


re 
(Fı)max — 7: Z Jo 27: 
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Bei einer Verteilung des u, nach Abb. 10a ist also 
stets für nicht zu hohe Frequenzen 


(Aullhl< 2a (a/A) - (A2jA); (43) 

A = Wellenlänge im freien Raum. Das (rise 
direkt proportional zu u, : Az, also zu der Fläche des 
Rechtecks in Abb. 10a. f, tritt nur in unmittelbarer 
Umgebung der u,-Störung auf und ist klein, solange 
der Abstand x, der beiden Ebenen und die Breite Az 
des wesentlich inhomogenen Störungsbereichs klein 
gegen die Wellenlänge sind. Bei den bekannten Bau- 
elementen der Dezimeterwellentechnik findet man so 
meist |/}|/ifo| < 0,01, so daß dann die einfache 
1. (36) gelöst werden muß. Die Komponente G,, 
die durch f, nach (21) bestimmt wird, ist dann gegen- 
über dem @,, das nach (20) durch fo bestimmt wird, 
zu vernachlässigen. Es bestehen also die statischen 
elektrischen Feldlinien mit hinreichender Genauig- 
keit, und man kann die Inhomogenität nach [1] als 
eine Leitung mit ortsabhängigem Wellenwiderstand 
auffassen. Lediglich in der Hohlleitertechnik wird 
man das f, in manchen Fällen berücksichtigen müssen 
und auch das Glied f, u, in (34) nicht vernachlässigen 
dürfen. Dann wird man ein Verfahren schrittweiser 
Näherung anwenden, das in späteren Arbeiten an 
Beispielen demonstriert werden wird. Die Rechnung 
wird zwar etwas umständlicher, bleibt aber mit ele- 
mentaren Hilfsmitteln lösbar. Der Rechnungsaufwand 
wird jedoch als durchaus tragbar angesehen, weil es 
sich hier um wichtige Probleme handelt, deren Lösung 
einen wesentlichen technischen Nutzen bringen würde. 


Zusammenfassung. 
Die inhomogene ebene Welle zwischen 2 Flächen 
elativ allgemeiner Form wird mit Hilfe einer kon- 
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formen Abbildung auf eine ebene Welle zwise 
zwei parallelen Ebenen mit inhomogenem Dielekt; 
kum zurückgeführt. Die MAxwertschen Gleichung: 
dieser Welle werden dann ein System von unendli 
vielen linearen Differentialgleichungen zweiter Or 
nung mit unendlich vielen unbekannten Funktion« 
einer Veränderlichen, Aus Konvergenzbetrachtung: 
für diese Funktionsreihe ergibt sich, daß das Proble 
mit befriedigender Genauigkeit auf nur 2 Funktione 
zurückgeführt werden kann. So erhält man die Mö; 
lichkeit, für das Wellenfeld solcher Inhomogenitäte 
ein systematisches, schrittweises Näherungsverfahre 
zu entwickeln, dessen Ausgangspunkt das elektr 
statische Feld ist, wobei in den meisten Fällen bereit 
der erste Näherungsschritt ausreicht. 
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Über die Rohrmethode zur Messung der Strahlungskonstanten glühender 


Heizleiter, 


Von KArL JoscHhm EULER, Hildesheim. 
Mit 9 Textabbildungen. 
(Eingegangen am 12. Juli 1948.) 


Die Ermittlung der Strahlungskonstanten glühen- 
der Heizleiter erfolgt im allgemeinen aus der schwar- 
zen $ und der wahren Temperatur 7 nach der be- 
kannten Formel, die bei Verwendung des WrEnschen 
Strahlungsgesetzes gilt: 


(I-R,)=exp re = ]l (1) 


Darin ist R, das Reflexionsvermögen des Heiz- 
leiters bei der Wellenlänge A. Der Wert der Konstan- 
ten c,/A ist bei der (durch Rotglas festgelegten) Pyro- 
meterwellenlänge A = 656 my etwa C5/A = 21900. 
Die schwarze Temperatur erhält man durch An- 
messen der Oberfläche mittels Pyrometers, die wahre 
Temperatur durch Anmessung des Bodens einer in 
den Heizleiter eingebrachten Bohrung. Die zur ein- 
wandfreien Messung nötigen Abmessungen der Boh- 
rung sind von Bucktey [1] berechnet worden. Eine 
Fälschung der Ergebnisse kann eintreten durch das 
radiale Temperaturgefälle im Draht (der Lochboden 
hat eine andere Temperatur als die Drahtoberfläche) 
und durch die Verkleinerung des Heizleiterquerschnit- 
tes durch das eingebrachte Loch. Die entsprechenden 


Korrekturrechnungen lassen sich am besten durch- 
führen, wenn das Loch klein ist gegenüber den Heiz- 
leiterdimensionen. Bei Drähten unterhalb etwa 
0,8 mm & sowie bei Heizbändern ist es praktisch un- 
möglich, die Lochmethode noch anzuwenden. 

Im folgenden wird eine Methode angegeben, die 
es erlaubt, diese Schwierigkeiten zu umgehen. Um 
den Heizleiter 4 wird ein diffus gut reflektierendes, 
d.h. geweißtes Metallrohr geschoben. Dann strahlt 


.der Heizleiter in erster Näherung schwarz. Die ele- 


mentare Rechnung ist leicht durchzuführen!, es mögen 
hier nur die Ergebnisse angegeben werden?, Für die 
vom Draht ausgehende Strahlungsleistungsdichte Z, 


* Man rechnet dabei mit einem konzentrischen Draht in 
einem unendlich ausgedehnten Zylinder. Wenn die Dimen- 
sionen des Heizleiters genügend klein gegenüber dem Zylinder- 
radius sind, kann man auch andere Heizleiterformen unter- 
suchen, ohne daß die Abweichungen groß werden. Folgt die 
Weißung des Zylinders einer LAmBErTschen Verteilung, so 
kann man an Stelle unendlich ausgedehnter Zylinder kurze 
Rohre mit Stirnwänden verwenden [2]. 

® Die Anordnung „Zylinder um strahlenden Draht‘ 
ist — mit anderer Absicht — zuerst von HENNIG und 
Herus£ [4] angewendet worden; s. auch weiter unten, 


echnet sich innerhalb des Zylinders 


BT ak 
) 
1 


rim 
Darin ist R, das Reflexionsvermögen des Drahtes, 
R, das Reflexionsvermögen des Zylinders, « das Ver- 
hältnis der Radien, E, die Strahlungsdichte ohne 
Zylinder. i 

Für R, =1 ergibt sich dann 


(2) 


B, =] - 5» d.h. die Strahlung EZ, ist schwarz (2a) 
er 

und für R, = 0 

(2b) 


Die von der weißen Wand ausgehende Strahlungs- 
dichte E, ist: 
Es, 


BE, = —————- 
its) 


(3) 


Führt man an Stelle der Strahlungsdichten die schwar- 
zen Temperaturen ein, so erhält man bei Verwendung 
der Wrenschen Formel 


1 1—R,+oaR, 
En m a) 
ENSET.S, 
Nach dieser Formel wird R, ermittelt aus den (schwar- 
zen) Temperaturen $, und $,, dem Reflexionsvermö- 
gen des Zylinders R, und dem Radienverhältnis «. 
An Stelle der Drahttemperatur 8, kann man auch 


die scheinbare Temperatur der Zylinderweißung $; 
benutzen. Man erhält dann 


u =1ı— 


Re ii (4) 


u 
HOltZE, 


ex 
r D 


Dieses einfache Verfahren führt aber im allgemei- 
nen nicht zum Ziel. Bringt man den Heizleiter in den 
Zylinder, so wird die in der freien Atmosphäre wirk- 
same Konvektion erheblich gestört. Außerdem wird 
der Heizleiter durch die auf ihn zurückfallende Strah- 
lungsleistung aufgeheizt. Man muß daher die Kon- 
vektions- und Aufheizungsverhältnisse bei der Messung 
von S, und $, bzw. S, möglichst gleich halten. 

Die Wärmeabfuhr durch Konvektion ist unab- 
hängig von der Weißung oder Schwärzung des Zylin- 
ders. Man kann daher 2 Zylinder gleicher Abmessung 
zur Anwendung bringen, von denen der eine innen 
geweißt, der andere innen geschwärzt ist (2a) u. (2 b). 
Wenn man Weißung und Schwärzung entsprechend 
wählt, kann man gleichzeitig auch die Aufheizung in 
beiden Fällen gleich machen, so daß die Fehler weit- 
gehend kompensiert werden. 

Zur Wahl der Schwärzung muß man von der Be- 
trachtung bei nur einer Wellenlänge (nämlich der 
vom Okularfilter des Pyrometers festgelegten) ab- 
gehen und muß die gesamte vom Heizleiter emittierte 
Strahlung betrachten. Es genügt hier, den Heiz- 
leiter als grauen Strahler anzusehen!. Die Abb. 2 
stellt dann die Strahlungsdichte je Wellenlängenein- 
heit im Verlauf über der Wellenlänge dar (Maxima 
gleich 100 gesetzt). Wie man sieht, liegt der ‚größte 


1 Messungen über den Verlauf des Emissionsvermögens 


von Heizleitern im UR sind im Gange und werden demnächst Ä 


abgeschlossen werden. 
Z.f. angew, Physik. Bd. 1. 
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Teil der Energiestrahlung im Ultraroten (UR). Wenn 
man also 2 Stoffe findet, von denen der eine im Sicht- 
baren gut, der andere im Sichtbaren schlecht und 
beide im UR möglichst gleich reflektieren, so ist die 
Aufheizung in beiden Fällen fast die gleiche. Wenn 
beide Stoffe darüber hinaus im UR schlecht reflek- 
tieren, so dürften Fehler durch die geringe verblei- 
bende Differenz vernachlässig- 
bar sein. 


Um zu ermitteln, wie große 
Anforderungen an die Gleich- 
heit des Verlaufes R, (A) gestellt 
werden müssen, kann man die 
bei verschiedenen Reflexions- 
vermögen R, vom Heizleiter 


DA PER | 


Abb. 1. Ein koaxialer, an 
den Enden geschlossener 
Zylinder umschließt den 
Heizleiter. 
(Schnittzeichnung.) 


absorbierte Aufheizungsleistung berechnen?. Man 
erhält 
E, —!]1+ - all Bi) E, & (6) 
Y 1420 By 


Der Klammerausdruck f ist in der Abb. 3 für ver- 
schiedene « als Funktion von R, dargestellt; als Re- 
flexionsvermögen des Drahtes ist dabei R, — 0,07 an- 
genommen. Man sieht, daß bereits bei etwa R, = 0,7 
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Abb. 3. Rückheizung in Bruchteilen 

der abgestrahlten Energie als Funk- 

tion des Zylinderreflexionsvermögens. 
Radienverhältnis als Parameter. 


Abb. 2. Strahlung eines Heiz- 
leiters bei verschiedenen Tem- 
peraturen. Maxima gleich 
100 gesetzt. 


die Rückheizung relativ gering ist, wenn man « = 0,03 
annimmt. Ein Radienverhältnis 1:30 muß aber 
schon deswegen mindestens verwendet werden, weil 
in der anfangs erwähnten Rechnung mit koaxialen 
Zylindern, d. h. gerade gespannten Drähten gerechnet 
worden ist. Auf der anderen Seite erfordert aber eine 
möglichst große, erwünschte Temperaturdifferenz 
zwischen S, bzw. S, und S, bei der Wellenlänge des 
Okularfilters ein möglichst hohes R,. 

Zur Ermittlung der gesamten Aufheizleistung 
geht man also so vor, daß man für jede Wellenlänge A 
den aus Abb. 2 entnommenen Energiewert E, mit 
dem aus Abb.3 gewonnenen zu dem aus z. B. Abb. 5 
entnommenen Reflexionsvermögen der Weißung bei 
der Wellenlänge A gehörigen Faktor f multipliziert. 
Man erhält dann die Rückheizleistung E, für jede 
Wellenlänge. Die planimetrierten Flächen unter den 
Kurven werden ins Verhältnis gesetzt. Es ergibt sich 
dann die Aufheizung in % der Energie und wegen 
des Steran-BoLtzmansschen Gesetzes durch Divi- 
sion mit 4 daraus die Aufheizungin % der Temperatur. 

] 2 Es ergibt sich eine sehr schnell BR ASE Reihe, 
1St. 


’ hier nach dem ersten Glied abgebrochen 
’ 17c 


A R. 


ae de 
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Die Abb. 4 zeigt die Albedo von MgO und ZnO 
nach eigenen Messungen unter Verwendung der Er- 
gebnisse verschiedener anderer Autoren [3], [4], [5]. 
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Abb.4. Albedo von MgO und ZnO 
als Funktion der Wellenlänge. 


Abb. 5. Albedo künstlich 
verschmutzter ZnO-Schichten. 


In Abb.5 sind die an drei künstlich verschieden 
stark verschmutzten! ZnO-Weißungen gewonnenen 
Albedowerte aufgetragen. Die Tabelle 1 gibt für 
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Abb. 6. Heizleiterreflexionsvermögen als Funktion der gemessenen 
wahren Temperatur ohne Kompensation der Aufheizung,. 


x = 0,03, R, = 0,07 die entsprechenden Aufheizun- 
gen. Wie man sieht, sind die Aufheizungen für drei 
verschiedene Schichten bei 1000° K völlig gleich und 


N f 
1000 008 100 DE ge 
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Abb. 7. Heizleiterreflexionsvermögen als Funktion der gemessenen 
Temperaturen bei Verwendung zweier verschieden geweißter Zylinder. 


bei 1500°K nur wenig unterschiedlich. Die ent- 
sprechenden Werte bei MgO-Weißungen halten sich 
zwischen 25 und 100° K. Der Vorteil der Anwen- 
dung von ZnO ist also ganz eindeutig. 


1 Betreffs der experimentellen Durchführung s. weiter 
hinten. 
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Tabelle 1. | 


7u Aufheizung 

ang R, [C- S E,:a3 
°K cm? % % SR 
0,55 8,3 
1500 27,2 0,37 5,5 
0,33 4,9 
2 0,16 1,6 
1000 33,2 9 0,15 1,5 
| | o1.| 18 


Um einen Überblick’ über die zu erreichende 
nauigkeit zu haben, sind in Abb. 6 und 7 die aus de 
gemessenen Temperaturen errechneten Reflexion 
vermögen aufgetragen worden. Dabei ist in Abb. 
das einfache, der Fälschung durch Konvektionsänd: 
rung und Rückheizung unterworfene Verfahren zı 
grunde gelegt, während in Abb. 7 mit zwei verschie 
denen reflektierenden Zylindern gearbeitet wird. Ds 
bei können zwei verschiedene Wege eingeschlage 
werden. Man kann einmal die beiden scheinbare 
Heizleitertemperaturen 8] bzw. 81’ messen oder abe 
die beiden scheinbaren Zylindertemperaturen 83 bzv 
S7. Beide Verfahren sind etwa gleichwertig. Wi 
man sieht, kann die Genauigkeit der Lochmethod 
nicht erreicht werden. Es ist aber bei der Berechnun 
des Heizleiterreflexionsvermögens nach der Loch 
methode vorausgesetzt worden, daß der Lochbode: 
die wahre Temperatur des Drahtes zeigt. Klein 
Abweichungen hiervon machen bei der Lochmethod 
ebensoviel aus, wie z. B. in Abb.6 der Übergang vo 
R, = 0,98 auf R, = 0,95. 


Zur Durchführung der Messung werden zwei auf 
klappbare Messingrohre verwendet. Dimensionen 
Innendurchmesser 24 mm, Innenlänge 97,5 mm, Locl 
zum Beobachten 2mm 92, seitliche Löcher für di 
Durchführung des Heizleiters 3mm &, Wandstärk: 
etwa l mm. 


Die Schwierigkeit liegt in der Herstellung vor 
ZnO-Überzügen. Die in der Literatur angegebener 
Zahlen über das Reflexionsvermögen von ZnO im 
Sichtbaren schwanken zwischen 95% und 87% [3] 
[6], [7]. Das liegt meines Erachtens daran, daß in 
allgemeinen gefälltes ZnO oder ZnO-Anstriche mit 
irgendeinem Bindemittel untersucht worden sind. 


Nach einigen vergeblichen Versuchen wird schließ. 
lich das folgende Verfahren zur Herstellung reinster 
hochreflektierender ZnO-Weißungen angewendet. 
Mittels einer Tiegelzange wird ein Büschel Zn-Dreh- 
späne (99,99% Zn-Gchalt) in die Flamme eines 
Kohlebogens gehalten. Es entsteht dann ein dichter 
Schwaden von ZnO, ähnlich wie bei dem bekannten 
Verfahren zum Aufblaken von MgO. Allerdings ist 
ZnO noch empfindlicher als MgO, die Schicht ist 
bedeutend lockerer und haftet schlechter. Es gelingt 
aber nach einiger Übung tadellose, ausgezeichnet 
reflektierende Schichten herzustellen (bis zu 102% 
Teilreflexionsvermögen). Da ich derartige Schichten 
noch nicht erwähnt fand, ist in Abb. 8 die LAMBERT- 
Verteilung für A = 656 mu angegeben. Die ebenfalls 


° Die Beobachtungslöcher müssen so groß sein, daß das 
von der anzumessenden Heizleiterstelle zur Linse des Mikro- 


' pyrometers gehende Bündel nicht vignettiert wird. 
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ssene LAMBERT-Verteilung bei A = 540 my weicht 
ht davon ab!. 
Die oben erwähnte künstliche Verschmutzung er- 
gt mittels eines Winkelzerstäubers. Aus etwa 
em Abstand wird eine Lösung von einigen Tropfen 
iwarzer Tusche in Methylalkohol auf die ZnO- 
ißung geblasen. Unterwegs verdampft das Lö- 
ıgsmittel und die Farbstoffkörner fliegen allein 
iter. Es gelingt so ohne wesentliche Schädigung 
* ZnO-Struktur gleichmäßige, hellgraue Flächen zu 
eugen. 
Um die bezüglich der Aufheizung gemachten 
erlegungen experimentell zu kontrollieren, wird 
dicken Drähten (1,5—2,0 mm 8) mit dicken 
lindern (45 mm &) die Aufheizung direkt gemessen. 
bei wird die wahre Temperatur durch ein einge- 
ırtes Loch bestimmt. Es zeigt sich befriedigende 
ereinstimmung zwischen Rechnung und Experi- 
nt. Die Aufheizung hält sich bei etwa 1200° K in 
den, d.h. dem gut und schlecht reflektierenden 
linder bei 1,5 —2° K. Man kann also die Aufheizung 
weder ganz vernachlässigen, oder bei höheren 
izleitertemperaturen, wo sich kleine Unterschiede 
eben, nach dem oben angegebenen Verfahren be- 
hnen und berücksichtigen. 


Die endgültig benutzte Formel 
a tt3) 


12 ' [1 1 
(mt + jene sr 35)] (er 
E (7) 
elle 
.\5, 8 
thält außer den beiden scheinbaren Temperaturen 
und 83’ und der Konstanten c,/A noch die Refle- 
insvermögen R3 und R}’ der beiden Weißungen und 
s Verhältnis der Radien von Zylinder und Heiz- 
ter «. Die Reflexionsvermögen lassen sich aber in 
r gleichen Anordnung nach der Methode von Hex- 
G und Heuse [4] leicht auf weniger als 0,5% be- 
mmen. Man mißt dabei die scheinbaren Tempera- 
ren von Draht $/ bzw. S7' und Weißung 83 bzw. 82". 
; ist dann z.B. 


ige ee nn (5) 


2 l+« Iesp EA (3; e ) 1} 
1 2 


Die mittels der hier beschriebenen Methode ge- 
innenen Reflexionsvermögen gelten zunächst nur 
r die durch das Okularfilter des Pyrometers festge- 
ste Wellenlänge. Wie schon oben erwähnt, liegt das 
aximum der Abstrahlung im UR. Im allgemeinen 
; das Reflexionsvermögen der bei Heizleitern in 
'age kommenden Metalloxyde aber nur wenig von 
r Wellenlänge abhängig. Zum Beispiel gibt die 
bb. 9 (allerdings bei Zimmertemperatur) das diffuse 
eflexionsvermögen einer verzunderten Eisenplatte. 
an kann also die im Sichtbaren ermittelten Werte 
r Wärmeübergangsberechnungen in erster Nähe- 
ing benutzen. 

Es gibt natürlich eine Anzahl von Fällen, in denen 
ıs Reflexionsvermögen im UR tatsächlich benötigt 
ird. Man ermittelt dann zweckmäßig mittels eines 
lühfadenpyrometers an dem in dem mit ZnO ge- 
eißten Zylinder steckenden Heizleiter im Sichtbaren 
ie wahre Temperatur. Die schwarze Temperatur 


1 Messungen der LAMBERT-Verteilung im Sichtbaren und 
ı UR bis 7 u werden demnächst veröffentlicht. 


4 
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wird aber mittels eines Mikrogesamtstrahlungspyro- 


meters gemessen. 


Der den Heizleiter umgebende 


Zylinder schwärzt die Strahlung nur dort, wo das 
ZnO ein genügend hohes Reflexionsvermögen hat. 
Wo das nicht der Fall ist, wird Strahlung des Heiz- 
leiters nicht beeinflußt. Wie eine einschlägige Rech- 
nung zeigt, wird bei einem Radienverhältnis « = 0,03 
und einem Reflexionsvermögen R, des Heizleiters von 
0,07 die Strahlungsleistungsdichte des Heizleiters 
oberhalb von 1,5 u um weniger als 0,3% und oberhalb 
von 24 um weniger als 0,1% durch den Zylinder 


erhöht. Die Änderung 
der schwarzen Gesamt- 
strahlungstemperatur 
durch den Zylinder ist 
also praktisch nicht 
merklich. 

Geht man mit den 
so ermittelten Tempe- 
raturen in die Formel 
(9) ein, 


1-2,=|7| 


7); 5-4 © 
so erhält man unter 
Umgehung der Kom- 
pensationsmethode ein 
über den gesamten Wel- 
lenlängenbereich der Ab- 
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Abb. 8. LAMBERT-Verteilung des 


Reflexionsvermögens von 
aufgeblakten ZnO-Schichten. 


strahlung gemitteltes Reflexionsvermögen R,. Bei 
der Mittelung ist allerdings das jeder diskreten 
Wellenlänge zukommende Reflexionsvermögen mit 
einem der bei der jeweiligen Wellenlänge abgegebenen 
Strahlungsleistungproportionalen Gewichtsfaktor ver- 
sehen, so daß man also praktisch das in der Nähe 
des Energiemaximums wirksame Reflexionsvermögen 


mißt. Dieses so ge- 
mittelte Gesamtrefle- 
xionsvermögen ist für 
alle Wärmeübergangs- 
berechnungen sehr be- 
quem, da die Mittelung 
gerade in der richtigen 
Weise erfolgt. 
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Abb. 9. Diffuses Teilreflexions- 


vermögen einer verzunderten 


Eisenplatte bei Zimmertemperatur. 


Bei der Benutzung der Formel (9) macht man 
insofern einen Fehler, als im Sichtbaren mit dem 
Glühfadenpyrometer im ZnO-Zylinder nicht ganz die 
wahre Temperatur ermittelt wird, weil das ZnO im 


Sichtbaren nur 96% Albedo hat. 


Eine Rechnung 


zeigt aber, daß z. B. bei einem Radienverhält- 
nis von & = 0,03 und einem Reflexionsvermögen 
des ZnO bei der Pyrometerwellenlänge 656 mu 
R, = 96% das Heizleiterreflexionsvermögen zwischen 
0 und 20% unabhängig vom Absolutbetrag um 15% 
zu klein gemessen wird. Man ermittelt also z. B. statt 
richtig 1% mit Formel (9) 0,85% bzw. statt richtig 
10% nur 8,5%. Entweder kann man diesen Fehler 
vernachlässigen, oder man bringt eine berechenbare 


Korrektur an. 


Ein derartiges Mikrogesamtstrahlungspyrometer 
kann man sich selbst aus einem Vakuumthermoele- 
ment in Quarzhülle und einem Galvanometer selbst 
herstellen. Die vergrößerte Abbildung erfolgt am 


besten durch einen Hohlspiegel. 


Auch hier muß 


das Beobachtungsloch so groß sein, daß eine Vignet- 
tierung des von dem anzumessenden Heizleiterpunkt 
ausgehenden Bündels nicht eintritt. 
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Will man noch genauere Auskunft über das Refle- lassen sich durch Anwendung zweier verschi 
xionsvermögen und seinen Verlauf im UR haben, so reflektierender Zylinder kompensieren. Als geeigne 
wird die Anwendung eines Monochromators notwen- Weißungsmaterial wird verschieden staık verschm 
dig. Auch hier kann man sich mit Vorteil der Schwär- tes, aufgeblaktes ZnO angegeben. 
zung der Strahlung durch einen ZnO-geweißten Zy- Bei Verwendung von ZnO-Weißungen der Zylin« 
linder bedienen. Kennt man den Dispersionsverlauf kann man weiter neben dem Reflexionsvermögen 
des Monochromators und die Durchlässigkeit der Sichtbaren mit einem Gesamtstrahlungspyrome 
Apparatur, so kann man mit einer gemessenen rela- auch das Reflexionsvermögen im Gebiet größ 
tiven Energiekurve und der Messung einer Tempera- Energiestrahlung ermitteln. Däbei wird das etv 
tur das Reflexionsvermögen im gesamten, von der wumständliche Kompensationsverfahren vermieden. 


ZnO-Weißung nicht beeinflußten Gebiet, d.h. also Die vorliegende Arbeit ist auf Anregung von Herrn P: 


über 1,5 1, ermitteln. Hase im Jahre 1941 im Institut für Technische Physik“ 
Technischen Hochschule Hannover begonnen und mit freu: 
Zusammenfassung. licher Erlaubnis von Herrn Prof. Carıo im Physikaliscl 


Um die bei der Ermittlung von Strahlungskon- Institut der Technischen Hochschule Braunschweig im Ja 
stanten auftretende Schwierigkeit zu umgehen, die a en ern danke ich 
das Bohren dünner Löcher in Heizleiter kleiner Durch- 5 j 
messer bereitet, wird ein Weg angegeben, die wahre Literatur. [1] BuckLey: Phil. Mag. VII, 17, 576 (1934) 
Temperatur der Heizleiteroberfläche durch Schwär- [2] Liegmann: Z. techn. Phys. 12, 435 (1931). — [3] SıEB2 
zung der Strahlung mittels koaxialer, hochreflektie- Piss, Hannover 1939. — [4] Hrxnıe u. Hruse: Z. Phys, 

: u 111 (1922). — [5] Hascn&: Ann. Phys. Lpz. (5) 8, 47 (1931). 
render Zylinder zu ermitteln. Die dabei durch Kon- [6] Garoner: Trans. Illum. Engng. Soc. 17, 318 (1922). 
vektionsstörung und Aufheizung entstehenden Fehler [7] Prunp: Proc. Amer. Soc. Test. Mater. 23 II, 369 (1923). 


Interferenzschichten (einschließlich Korrosionsschutzschichten) auf Metallspiegeln. 


Von K. Sreinguch, Waiblingen-Rems. 
Mit 6 Textabbildungen. 
(Eingegangen am 27. Juli 1948.) 


Wie R. Messner theoretisch und praktisch ge- durch unrichtige Schichtdicke oder durch unrichti 
zeigthat [1],kannmandurch Aufbringen von Schichten Wellenlänge. Darauf gibt die folgende Rechnu 
geeigneter Dicke den Reflexionsgrad von Metallspie- Antwort. Sie enthält die von R. Messner abgel 
geln wesentlich erhöhen. Seiner Rechnung liegt die teten Beziehungen als Sonderfälle. 

In ihr treten an die Stelle der Bestimmungsgl 


Rat, 5, fe u (nr )tur chungen (la) u. (2a) die allgemeinen: 
GE 
= HL A—2duny,, ( 
[ 
Verstärker - 27 
«ll, (2) Jamelle A, = 2dyn, Sr ( 
Träger- r 
Ir Die Verstärkerlamelle. 
Wenn auf die Verstärkerlamelle senkrecht ei, 


Lichtwelle von der Amplitude Z =1 auftrifft, daı 

wird an ihrer Oberfläche die Welle ©, reflektiert, f 

welche nach FRESNEL gilt 

Annahme zugrunde, daß auf eine Spiegelfläche (Re- NM— N 

flexionsgrad K3, im Medium 3 gemessen) zunächst im irlag, N Rah 

eine Trägerschicht (Medium 3, Brechungskoeffizientn 4 ME KT 

von der Dicke d, aufgebracht wird, für welche R; In das Medium 2 tritt eine Welle age für deren Ar 
plitude ebenfalls nach FREsnen gilt 


2 
24, + =m2n (m=1,2,3...), (la) en, 


do=-—  —. 
wobei « der Phasensprung an der Metallfläche und A ee 
die benutzte Wellenlänge ist. Auf diese Trägerschicht Von dieser wird der Bruchteil 


Kun) Metah- 


Abb. 1. Gesamtanordnung. E, gel 
__/ Splegei 


ist die eigentlich wirksame Verstärkerlamelle (n,, d,) Na — N, 
aufgebracht, für welche gilt: 3 n,tm 
dan, = Alt. (2a) ander Grenzfläche zum Medium 3 reflektiert und d: 
Für diese Schichtdicken leitet R. MesswEr unter Zu- von tritt der Bruchteil 
grundelegung der FrReEsneuschen Formeln für senk- d 2n, 


rechten Lichteinfall Beziehungen ab, die er in guter 21. m+n 
Übereinstimmung mit Messungen findet. 

Über diese Rechnung hinausgehend interessiert 
nun die Frage: Wie groß ist der Reflexionsgrad, wenn 


die Gl. (la) u. (2a) nicht mehr erfüllt sind, entweder 


aus dem Medium 2 in das Medium 1 zurück. Unte 
Beachtung des zurückgelegten Lichtweges ergibt sic 
mit (2) 


m 


m 4 
S,=dygragdy, er'®. 
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"Welle &;, die zweimal in die Verstärkerlamelle 
Irang, ergibt sich zu 
5 = dyarasder e "de (nıragent ih). 

iterhin 
i S, = dyarazdeı "A (rg ra, =)? usw. 
nach den Definitionsgleichungen 75; = — r13 ist, 
rhält man nach elementaren Gesetzen die Summe 
E=65+ ++ S, + ae Zu 
erden dn 

Rıa 3 ra u ee KR erh FE t 
1 Hrumgertt 
s vereinfacht sich mit d/adg, + az = 1 (siehe 
initionen) zu 


2 —i4 
N Nat ra3® 
1237] =: 
1 rjaraze = 


(3) 


Außer An von der Lamelle reflektierten Strahlen 


&,, &,... interessieren auch die hindurchtre- 
den e3; 
eo Bu 
Sı = dyodaze » 
. As 
na 


& = dy2deze zo 


ei 4:)2 usw. 


(Pgsrgı e® 


4 
7 nr 

S = dygdyze 

e Summe ist: 
Du, > : 4 
123 WE (4) 
Wenn der Strahl dagegen aus dem Medium 3 
nmend auf die Verstärkerlamelle auftrifft, erhält 
n durch Vertauschen der Indizes 
Na3 Tr Haarap 


er irne 
A 


Ragı = (3a) 


2 


dy2dy 1 € 


1-+riarzze 


Dygı = + (4a) 


G As" 


Die Gesamtanordnung. 
Von der ursprünglich einfallenden Welle E=1 
d Rss sofort durch die Verstärkerlamelle reflek- 
rt, während D,,3 hindurchtritt, am Metallspiegel 
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reflektiert wird (X,,) und schließlich teilweise (D3; 1) 

durch sie in das Medium 1 zurücktritt. Unter Beach- 

tung von (1) ergibt sich, wenn mit « wiederum der 

Phasensprung am Metall bezeichnet wird 

Ty = Dias Kzı da, er 
entsprechend 
Tg = Dias Kzı Da 1 e + ) (Rygı Kzse bt) 

und 

T = Dıas Kaa Dası er (Rs, Re rn)? 
usw. 

Die Summe der geometrischen Reihe %, + T,+ 

%, +: : berechnet sich zu 

Dias Kza Das a 
1 — Ry2ı Kza ee 

Nach Umformung ergibt sich für R = Ra; + ı + 

Es 

R—= Rıaa FE re Bl Rıza Rarı = Dias Dy21) , ( 

IK,.eT" u Nypı 

Für den Sonderfall A,=r, (A, + x) = 27 verein- 

facht sich nach R. Messner diese Gleichung unter 

Benutzung des Energieprinzips 


n,|Rıası? + Ng| Dıas = NR, 


In diesem Fall ist Ra; = Rıas reell. 


Unter Benutzung der Gl. (3), (3a), (4) u. (4a) ergibt 
sich aus (5) 


5 


) 


zu 
An 
A4,+a=2n 


R( De (5a) 


i h —i4; r AA ro)fl, » | 

"194 123€ ’+Kz,e ar raras+ © 2) 
. — 44 r —i(I, +% —-i44,\ ° 

I-+rjara3e ’+Kz,e “ rat r12e 2) 


N (5b) 


Ableitung der Reflexionsgleichung 
aus der MaxweEuuschen Theorie. 

Während die bisherige Ableitung nur eine formale 
Verallgemeinerung der Messnerschen Rechnung war, 
möge im folgenden gezeigt werden, daß sich die End- 
formel (5b) ohne Zuhilfenahme der Freswerschen 


Stetigkeit der elektrischen Feldstärke Stetigkeit der magnetischen Feldstärke „Reflexionsformel‘ 
renzfläche Ast A A,+ A „ (AstA A.+4 Ast 4A 
en es Sn 2 3 \ 2 3 “ 2 3 
er s( ; 6m 2 nr Az )+Sen[ - )| ul ) ZERER 
“ | y er ei : 
=+(dat A) | -6, ( =) = _ (tig), 3) | & (25 &) a 920 
= Ren Pu 7% 
| [G1. (A)] 
ırenzfläche A A A h | A 
5 tr te Ber 
o=4+4A A A A | A 2a A 
nn =, () +6&r (3) =n|— 6 (3) +6sr >) | Ger ( = ip S, (>) 
Se 
ders, 7 
6, (3) 
[G1. (B)] 
irenzfläche | &,(0) + Eır(0) = &,(0) + &r(0) | 9, [— E,(0) + Eır(0)] | „.. &r(0) 
1[2 -n[-&0)+&xr0)] „_ &r0) __ 7 GO 
Era. 
[@. (C)] 
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Gleichungen auch unmittelbar aus den Stetigkeits- 
bedingungen für die elektrische und magnetische 
Feldstärke an den Grenzflächen ergibt. Nimmt man 
(s. Abb. 1) in den Medien 1, 2 und 3 je eine vorwärts 
und je eine rückwärtslaufende Welle &,(o), &, r(e), 
C,(0), &,r(o), E(o) und E,7(c) an, im Medium 4 
dagegen nur eine (gedämpfte) Welle &,(co), wobei 
mit o der Phasenwinkel infolge des zurückgelegten 
optischen Weges bezeichnet wird, dann ergeben die 
Stetigkeitsbedingungen für die elektrische und mag- 
netische Feldstärke an den 3 Grenzflächen vor- 
stehende 6 Gleichungen (s. Tabelle S. 257). 


Beachtet man, daß 


%n(S) ur) 
er e-ids— K,ye-ildsta) 


und 
ur) 
&3 R (0) ei 2 Be 
50) A; 
(F) 


ist, setzt diese Ausdrücke in (B) und dieses in (C) ein, 
so erhält man die Gleichung: 


at Ar,e a) 
14H Kurze Aura) 
Re 


1+ Kzıraz ae 


—i As 
r79a+e 


I+nse2% 


Durch Erweitern erhält man aus ihr die Gl. (5b). 


Die zahlenmäßige Auswertung. 


Mit den Bezeichnungen: 


@= 124 193008 Aa+ Kyyr12723 cos (A, + o) “ (6a) 
+ K;,008 (dA, +A, +0), 

b= —(r335in da+ Kzarız fa; sin (As-+ 0) y (6b) 
+ K,,sin (Ad, +4, + 0)), 

p=1 +r719735 608A, + Kzırag 608 (A, + &) ' (66) 
+ Kzırı2cos (A, + A, + 0), 

=  —(rargssind;+ Kzırz, sin (A,-+ 0) E (6d) 
+ Kaarızsin (Ad, +A; + 0)), 


erhält man aus (5b) den Reflexionsgrad R2 zu 


2102 
BIBI VN 
Pag 


Dieser Ausdruck hat aber den Nachteil, daß bei seiner 
Auswertung mit großer numerischer Genauigkeit ge- 
arbeitet werden muß, denn das Ziel der Rechnung 
ist ja eigentlich nicht R2, sondern die kleine Differenz 
1— R?. Für diese ergibt sich nach einiger Umrech- 
nung (unter Benutzung der trigonometrischen Formel 
c08 9, 608 9, + sin 9, sin 9, = c08 (9, — 9,)) die End- 
formel (6) 


(6e) 


1— R? 


angewandte Ph 


Für ein (willkürlich gewähltes) Zahlenbeispiel 
gibt sich der in Abb. 2 dargestellte Verlauf des ] 
flexionsgrades. Etwas anschaulicher ist Abb. 3, / 
ihr erkennt man: | 


a) Reflexionssteigerung tritt dort auf, wo 

A, +A, ta un + 2mn (mn — 0,192 

b) Maximale Steigerung dort, wo 

A,=n,3n... und At+ta=2mn ist. 

c) Fehler in der Dicke der einen Schicht were 
durch den entgegengesetzt gleichen Fehler der ander 
Schicht teilweise ausgeglichen. 


Variationen der Wellenlänge. 

Die bisherige Rechnung setzte eine bestimn 
Wellenlänge voraus, für welche zwecks maxima 
Reflexion Gl. (la) u. (2a) erfüllt sein mußten. ° 
allgemeinen hat man es jedoch mit einer Vielf; 
von Wellenlängen zu tun. Dann werden die Schicl 
dicken zweckmäßigerweise so gewählt, daß obi 
Bedingungen für eine mittlere Wellenlänge A, erfü 
sind. Für jede andere Wellenlänge berechnet si 
dann gemäß (1) u. (2) ein von x bzw. 27 abweichend 
Wert für A, und (A, + «). Für diese kann dann n 
obigen Gleichungen der Reflexionsgrad berechr 
werden. 

Auf diese Weise findet man: Die Bedingung 
maximaler Reflexion lassen sich bei verschieden 
diskreten Werten der Schichtdicken verwirkliche 
Für monochromatisches Licht ist zwischen den A 
ordnungen mit verschiedenen Schichtdicken ke 
Unterschied (solange Kohärenz besteht). Wenn d 
gegen die Wellenlänge von ihrem Soll-Wert abweicl 
dann nimmt der Reflexionsgrad bei dickeren Schic 
ten viel schneller ab als bei dünneren, die Selektivit 
einer solchen Anordnung wächst wie die des Stufe 
gitters mit zunehmender Schichtdicke. In Abb. 
sind die Reflexionsgrade von 2 Anordnungen verg 
chen, von denen bei der einen beide Schichten je eiı 
optische Dicke von A,/4 haben, während bei der aı 
deren beide Schichten jeweils 2 A, stark sind. (Bei d 
Trägerschicht eigentlich nicht genau d, n, — A,/4, soı 
mas . Soll-Wellenlänge }, = 555m; 
übrige Zahlenwerte wie in Abb. 2. 


dern d,n;, = 


Eine Interferenzschicht (Korrosionsschutzschicht,) 
auf dem Metallspiegel. 

Nachdem bisher angenommen wurde, daß sic 
auf dem Metallspiegel 2 Schichten mit verschiedeneı 
Brechungskoeffizienten befänden, werden nunmel 
die Verhältnisse bei einer Schicht näher betrachte: 
Wenn das Medium 2 nicht mehr vorhanden ist, weı 
den, um mit der bisherigen Bezeichnungsweise i 
möglichster Übereinstimmung zu bleiben, folgend 
Änderungen getroffen: 

N] — N 
NN,’ 


anstelle Stj53 schreibe 7, — 


2 NL—n 
anstelle R,,, schreibe r,, = en erg 
3 2 


1 r)(1l-— 133) X 


= 1+K2, (ris+13;) +rlar3s + 2127230084, (1 +K&}, 
x (1—- K;,) 


+2Kzır23c08(A,+ «) I+r.)+ (6 


+2Kz4r12008(A5 + As +0) + 2 Kzurıar33cos(A, + a — A,) ' 
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Ay = 555 MULL 
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Abb. 2. Der Reflexionsgrad R®% in Abhängigkeit von 4, mit (4, +«& 
gewählte Zahlenwerte: m =1, = 228, 9%, =15, Kı=0 
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Abb. 4. Reflexion bei verschiedenen 
Wellenlängen. Zahlenwerte wie in Abb. 2. 
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Ag=d60° 4z:540° 
Abb. 3. Der Reflexionsgrad R? % in Abhängigkeit von 4, und (4, + «). Schichtliniendarstellung. Zahlenwerte wie in Abb. 2. 
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Abb. 5. Reflexionsgrad einer Sc 
anstelle D},; schreibe d,; = RL \ 
N, N 
anstelle Dy35, schreibe d,, = ee 
NH Ng 


Mit (Ry23 Raaı — Dias Daaı) > (fıs ?sı — dysda))=—1 
erhält man aus (5) 3 
R— 113 + Kzı Erde) 
Urn Kae re 


(7) 


360°-(Azta) 


hicht in Abhängigkeit von (4, + «) mit n, als Parameter. (Für Al mit n,=1,44, x, =3,63, also K},= 0,327.) 


Daraus 
Pie 175 + 2733 Ks cos (A +) + Kia (7a) 
1+ 2775, Kzıcs (+) +riskiı 
In Abb. 5 ist der Verlauf von R? in Abhängigkeit 
von (A, +) mit n, als Parameter dargestellt. Die 
zu jedem Wert von n; gehörenden Kz, wurden nach 


Gl. (8a) berechnet. 
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K3, und « in Abhängigkeit von n,. 
Setzt man in die Freswersche Formel für die 
Reflexion bei senkrechter Inzidenz 


einy,„=nundny=n, (l+ i%,), den komplexen 


Brechungskoeffizienten des Metalls, so erhält man 


Nz— nz (1 + ix,) 
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der Reflexionsgrad des Metallspiegels in Luft bezeie 
net wird. . } 

Die entsprechende Bezeichnung für A/2-Schichte 
(also A, = 2) lautet: 


,_ M-m’tnd 
mtr’ tng 


Hier besteht also gar keine Abhängigkeit von n, mehr 
für A/2-Schichten ist R? = K?,. Da nun gemäß Abb. 5 
der Reflexionsgrad für A, + « = m größer ist als für 


(9b 


A, = 0, kann man durch geeignete Dimensionierung 
von Schutzschichten einen höheren Re. 


flexionsgrad erhalten, als der Spiegel ohne 


N ar, fe) 

s = Asa nm rig,) (8) 
vl T I ji 2 Im Ts es} 
IE A -) 70° 
% 


diese hätte. Optimale Verhältnisse liegen bei 


einer Schichtdicke d, vor, für welche gilt 


3 — & A 
EEE 


= 


(10) 


Zusammenfassung. 


Die Reflexion an Metallspiegeln kann 


68 4 1 


durch Interferenzschichten wesentlich ge- 


10 12 MM ME 20 DE BE BE 


Daraus RB, Br)’ tn (8a) 
1 (m +, +n2y} 
und 
Rz DNZNyXa 
a ern Br 


Legt man für Silber und Aluminium folgende Zahlen- 
werte zugrunde [2] 


Ag n, = 0,181 = 20,3 
AR, 144 122.098 


so ergibt sich der in Abb. 6 dargestellte Verlauf von 
K3, und « in Abhängigkeit von n,. 
Aus (7) u. (8) ergibt sich für A, = x, also )/4- 
Schichten: 
ı _ Mm-m®’tmnig 
Mmmtn)’+ninig 


(9a) 


Für A/4-Schichten nimmt also der Reflexionsgrad mit 
wachsendem n, ab, es ist R2 < K?,, wenn mit Ks 


A| „ Sk | 
nz BE M ME TH 20.22 2 26 
Abb. 6. Reflexionsgrad K3, und Phasensprung « von Alund Agin Abhängigkeit von.n,. 


steigert werden. Entscheidend für die Wirk- 
samkeit der Anordnung ist das Erfüllt- 
sein bestimmter Beziehungen zwischen den 
Schichtdicken und der Wellenlänge. R. M&sswer be- 
rechnete hierfür den Reflexionsgrad. 

In vorliegender Arbeit werden die Verhältnisse 
bei beliebiger Schichtdicke und Wellenlänge behan- 
delt. Die Endformel wurde auf 2 Wegen abgeleitet: 

1. Durch formale Verallgemeinerung der Mess- 
NeRschen Rechnung unter Benutzung der FRESNEL- 
schen Formeln, 

2. Unmittelbar aus den Stetigkeitsbedingungen 
für die elektrischen und magnetischen Feldstärken 
an den Grenzflächen. 

Beide Wege führten zu demselben Ergebnis. 

Im Hinblick auf Korrosionsschutzschichten wer- 
den Angaben darüber gemacht, wie diese zu dimen- 
sionieren sind, damit sie keine Minderung der Refle- 
xion bewirken, sondern sogar noch eine geringe Stei- 
gerung. 

Literatur. [1] Messxer, R.: Optik 2, 228 (1947). — [2] 
MÜLLER-POVILLET: Lehrbuch der Physik, Bd. 2, 3. Buch, 
Artikel LumMEr, $. 1059. Braunschweig 1909. 


Über eine Einrichtung zur Konstanthaltung magnetischer Felder*. 


Von H. Naumann, Braunschweig 
Mit 1 Textabbildung. 
(Eingegangen am 29. Juli 1948.) 


Für die Eichung und Justierung erdmagnetischer 
Meßgeräte wird ein künstliches Magnetfeld benötigt, 
dessen Stärke beliebig zwischen 0 und dem Mehr. 
fachen der Horizontalintensität des Erdfeldes ein- 
stellbar sein muß, das aber durch von außen ein. 
dringende Störungen hinsichtlich der Intensität oder 
der Richtung nicht beeinträchtigt werden darf. Es 
ist hierbei gleichgültig, ob diese Störungen Varia- 
tionen der erdmagnetischen Deklination oder der Hori- 


* Die Arbeit war im Jahre 1944 bei der Z. Instrumenten- 
kde. eingereicht worden, ist dort aber nicht mehr erschienen. 


zontalintensität sind, oder ob sie durch Fahrzeuge, 
elektrische Ströme usw. erzeugt werden. 

Im folgenden wird eine Einrichtung beschrieben, 
die ein solches in der Richtung des magnetischen Me- 
ridians liegendes Horizontalfeld zu erzeugen gestattet, 
wobei durch magnetische Variometer mit Lichtzeiger 
und Fotozellen elektrische Hilfsströme so gesteuert 
werden, daß die von ihnen durchflossenen Spulen 
die Störfelder hinausregeln. Hierbei wird angenom- 
men, daß die Störungen innerhalb der gesamten Ein- 
richtung von gleicher Stärke und Richtung sind, also 
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u 
ft 
m hinreichend weit entfernten Quellen herrühren. 
e Vertikalkomponente des Erdfeldes bleibt unbe- 
cksichtigt. Solche Einrichtungen wurden bereits 
n VIEWEG und GOTTWALDT [1] für ähnliche Zwecke 
wie von RÖSSIGER [2] angegeben. 

Die im folgenden beschriebene Einrichtung erfüllt 
Igende Forderungen: 

a) Der Raumbedarf der Anordnung ist vergleichs- 
ise gering. 

b) Von außen auf den’Meßplatz dringende Stö- 
ngen werden auf einen beliebig wählbaren Bruch- 
l ihrer Intensität und auf einen ebenso wählbaren 
uchteil ihrer Richtung ausgeregelt. Die Größe des 


— 


Abb.1. 


Schaltbild, 


oßplatzes und die räumliche Konstanz des darin 
rrschenden Magnetfeldes hängen von der Größe der 
nutzten HELMHOLTZ-Spulen ab [3]. 

c) Die im Meßfeld benötigte Feldstärke ist beliebig 
ıstellbar; dabei spricht die Regeleinrichtung nur 
weit an, daß ein beliebig kleiner Feldfehler ent- 
eht. 

d) Die zur Regelung dienenden Variometer sind 
aufgestellt und bemessen, daß ihr Einfluß auf den 
eßplatz bekannt und beliebig klein wählbar ist. 


e) Die auf den Meßplatz gebrachten magnet- oder 
senhaltigen Geräte haben auf die Variometer einen 
kannten, durch zusätzliche Maßnahmen beliebig 
ein zu machenden Einfluß. 


Abb. 1 zeigt das Prinzip der gesamten Anordnung. 


Zur Erzeugung des Horizontalfeldes bzw. zur 
ohwächung oder Verstärkung der Horizontalkom- 
»nente des Erdfeldes dient ein HELMHOLTzsches 
pulenpaar (W,, W,), etwa der Art, wie es von 
sr Firma Hartmann u. Braun A.G., Frankfurt a.M., 
; den Handel gebracht wird. Es wird leicht zu- 
inglich auf einem Tisch so aufgestellt, daß seine 
chse mit dem magnetischen Meridian im wesent- 
chen zusammenfällt. Das Spulenpaar, in dessen 
ittelraum sich der Meßplatz P befindet, enthält 

Z.f. angew, Physik. Bd.1. 
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2 Wicklungen, von denen die eine (W, der fol- 
genden Beschreibung) der Erzeugung der gewünsch- 
ten Feldstärke dient; sie wird von einem beliebig 
einstellbaren, mit einem Normalstrommesser oder 
durch elektrische Kompensation bestimmbaren Meß- 
strom durchflossen. Die andere Wicklung (W,) dient 
zur Ausregelung der Intensitätsvariationen; sie wird 
von einem Hilfsstrom durchflossen, dessen Stärke 
durch ein magnetisches Variometer (M;) mit Licht- 
zeiger über eine Fotozelle und eine Verstärkerröhre 
gesteuert wird. Dieses Variometer befindet sich außer- 
halb des HELMHoLTZschen Spulenpaars in mäßigem 
Abstand auf dessen Achse und wird durch einen fest 


Erklärung im Text. 


angebrachten Magneten in der Ost-West-Richtung 
gehalten, so daß es in erster Linie auf die Intensitäts- 
variationen des Erdfeldes. anspricht. 

HermHortz-Spulen und Variometer sind von 
einem großen senkrecht stehenden Rahmen umgeben, 
dessen Ebene im Meridian verläuft und der eine 
Wicklung W, trägt. Sie gestattet, ein in Ost-West- 
Richtung verlaufendes Feld zu erzeugen, durch das 
die Richtungsänderungen des Erdfeldes kompensiert 
werden. Zu diesem Zweck ist ein zweites Variometer 
(M,) ebenfalls auf der Achse der HELMHOLTZ-Spulen 
außerhalb ihres Mittelraumes aufgestellt, das wieder- 
um mittels Spiegel, Lichtzeiger, Fotozelle und Ver- 
stärkerröhre den die Wicklung W, durchfließenden 
Hilfsstrom steuert. 

Infolge einer Reihe von regeltechnischen Abhän- 
gigkeiten sind noch einige Hilfsspulen erforderlich, 
die nur auf die Variometer M; und M, wirken, nicht 
aber auf den Meßplatz P. 

Es wird weiter unten nachgewiesen, daß das 
Variometer M,, das zur Ausregelung der Intensitäts- 
schwankungen dient, auch in gewissem Ausmaß von 
den Richtungsänderungen des Feldes abhängig ist. 
Infolgedessen ist es von einer in der Meridianebene 
liegenden Wicklung w, umgeben, über deren Bemes- 
sung weiter unten gesprochen wird, und die von dem 

18 


262 


die Richtungsänderung kompensierenden Strom der 
Spule W, ganz oder teilweise durchflossen wird. 

Weiterhin wirken die willkürlichen Änderungen 
des Feldes auf dem Meßplatz P auch auf das Vario- 
meter M;. Um dies zu verhindern, ist es von einer 
in Ost-West-Richtung liegenden Wicklung w, um- 
geben, die von dem Meßstrom durchflossen wird, so 
daß ihr Feld die Wirkung der HELMHoLTZ-Spulen- 
wicklung W, eben aufhebt. Man kann also den Meß- 
strom und damit das Feld bei P beliebig einstellen, 
ohne daß diese Regeleinrichtung anspricht. 


Schließlich ist zu beachten, daß ein die HELM- 
HOLTZ-Spulenwicklung W, durchfließender Strom auf 
M; nur mit einem Teil der Feldstärke einwirkt, die auf 
dem Meßplatz erzeugt wird. Eine von außen die ge- 
samte Anordnung treffende Intensitätsstörung würde 
also an der Stelle des Reglers voll ausgeregelt, wäh- 
rend auf dem Meßplatz eine Überregelung stattfindet; 
um dies zu vermeiden, ist M; von einer dritten Wick- 
lung w, umgeben, die von dem W, durchfließenden 
Hilfsstrom so durchflossen wird, daß die Feldstärke 
auf dem Meßplatz P — durch die HELMHOLTZ-Spule 
allein erzeugt — und die Feldstärke am O.tevonM, — 
gemeinsam durch HELMHOLTZ-Spule und w, erzeugt — 
gleich sind. . 

Der Magnet des Variometers M, stellt sich in den 
magnetischen Meridian und folgt allen Richtungs- 
änderungen. Damit die von der Wicklung Wg erzeugte 
Feldstärke auf dem Meßplatz P und am Orte von M, 
einander gleich sind, ist eine Zusatzwicklung w;, um 
M, vorgesehen. 

Die Theorie der Regelung lehrt, daß jedem Be- 
trage. der aus Sollwert und Abweichung zusammen- 
gesetzten zu regelnden Größe eine Stellung des Reg- 
lers entsprechen muß, und daß weiter jede Stellung 
desselben eine Kompensationskraft zur Behebung der 
Abweichung einstellt. Verschieden große Abwei- 
chungen entsprechen also verschiedenen Reglerstel- 
lungen und damit verschiedenen Werten der geregel- 
ten Größe, mit anderen Worten, es bleibt ein Rest 
der Störung unausgeregelt bestehen. Diesem Mangel 
kann man durch indirekte Regler (Einführung von 
Hilfskräften, hier elektrische Ströme) und durch eine 
Trennung der starren Verbindung zwischen geregelter 
Größe und ihrer Wirkung auf den Regler beheben. 
Diesc Trennung ist hier einmal räumlich durchgeführt, 
denn die Variometer befinden sich nicht am Meßplatz, 
und sie ist auch kräftemäßig möglich, denn durch 
passende Wahl der Hilfswicklungen w, und w, kann 
erreicht werden, daß die Fehlerreste am Ort des Meß- 
platzes vollständig verschwinden, während sie am 
Orte der Variometer noch mit dem Betrage vorhanden 
sind, der zur eindeutigen Bestimmung der Reglerstel- 
lung erforderlich ist (isodrome Reglung [4)). 

Jede Regeleinrichtung neigt grundsätzlich zum 
Pendeln: eine auftretende Änderung der zu regelnden 
Größen wird nicht genau und sofort ausgeregelt, 
sondern infolge der Trägheit der bewegten Massen 
schießt die Einrichtung über das Ziel hinaus, und es 
entsteht schließlich eine Schwingung um den neuen 
Einstellwert herum. Es empfiehlt sich also, eine sehr 
kräftige Dämpfung einzuführen, was hier durch Wir- 
belstrombremsung der Magnete M, und M, gemäß 

 DRP. 711285 (Emil Busch AG.) bequem und sehr 
elegant möglich ist. 
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Die optische Anordnung und die elektrische Schal 
tung sind grundsätzlich bekannt und brauchen hie 
nicht beschrieben zu werden. 

Die Betriebsspannungen beider Regler brauche 
nicht konstant gehalten zu werden; sie werden des 
Netz bzw. gemeinsameh Spannungsteilern entnom 
men. Das Regelbereich wird in jedem Falle von de 
Unstetigkeiten der elektrischen Daten der Anlag 
begrenzt, nämlich einerseits durch den Anodenstrox 
bei abgedunkelter Fotozelle und andererseits dure 
den Sättigungsstrom der Röhre bei der gegebene 
Anodenspannung. 

Im folgenden ist formelmäßig der Zusammenhan 
der mechanischen, elektrischen und magnetische 
Größen ausführlieh dargelegt: 

Allgemein gilt für das achsiale magnetische Feld | 
einer im Verhältnis zum Radius r sehr kurzen stron 
durchflossenen Spule mit w Windungen in einer 
Achsenpunkt, der den Abstand a von der mittlere 
Spulenebene hat, 


H9=0,2riwr?/(r? + a?)? Oe. (] 


Dabei ist © die Stromstärke. 
eines HELMHOLTzschen Spulenpaars, 
stand r voneinander hat, folgt daraus 


9=3,2niw]d \5r Oe. (2 


Durch r=35cm, w= 39 beispielsweise ist bis au 
einen ganz kleinen Fehler 9—=1,0 i Oe gewährleistet 

In der beschriebenen Anordnung ist das Spulen 
paar so aufgebaut, daß seine Achse mit der magne 
tischen Nordrichtung bis auf einen kleinen Winke 
(etwa 2°) zusammenfällt. 

Die das Ost-West-Feld erzeugende Wicklung W 
hat etwa 40 Windungen; ihr Strom wird durch da 
Variometer M, gesteuert, das in der Achse der HELM 
HOLTZ-Spulen, jedoch außerhalb ihres Zwischenrau 
mes im Abstand A, von P angebracht ist und au 
Magnet und Spiegel an einem torsionsarmen Fade 
besteht. Der Magnet stellt sich in die Richtung de 
magnetischen Meridians und folgt allen seinen Rich 
tungsänderungen. Auf dem Spiegel wird durch ein 
Kondensorlinse der Leuchtkörper einer Kleinlamp 
(z.B. 6 V, 4 W) abgebildet; er wirft den auf ihn fal 
lenden Lichtstrom (etwa 0,5 Lumen) bei Nord-Süd 
Lage des Magneten auf eine zweite Sammellinse, di 
ihn einer Fotozelle zuführt. Diese Fotozelle steuer 
in bekannter Schaltung [s. (1), (2)] eine Verstärker 
röhre, deren Anodenstrom ah Wicklung W, durch 
fließt. (Optische und elektrische Schaltteile wurde, 
in der Abbildung mit I bezeichnet). Für die Berech 
nung der Feldstärke 9 einer rechteckigen flacheı 
Spule ist davon auszugehen, daß die Feldstärke $ 
eines geradlinigen Leiterstücks der Länge 2x im Ab 
stand a, rechtwinklig von der Leitermitte ab gemessen 
beträgt 


Für den Mittelraur 
das den At 


5=0,2: 2a Va + wo (3 


Daraus ergibt sich für die ausgeführte Querfeld 
spule von 1,15 x 1,80 m mit W, = 40 auf dem ir 
ihrer Mitte befindlichen Meßplatz P Hr = 0,330 
Einer Drehung des Magneten um !/,° entspricht eine 
solche Lichtstromänderung in der Fotozelle, daß sich 
der Anodenstrom um 40 mA ändert; somit erzeugt Wi 
auf dem Meßplatz eine Querfeldänderung von etwe 
0,013 Oe. Der Ruhestrom bei ungestörtem Erdfelc 
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ırde auf 20 mA eingestellt, so daß das Querfeld von 
wa 0,007 Oe die Horizontalkomponente des Erd- 
Ids um etwa 2° so dreht, daß es in der Achse der 
ELMHOLTZ-Spulen verläuft. 

Berechnet man aber die Feldstärke der Querfeld- 
ule für den Ort des Variometers M,, so erhält man 
R = 0,404 i. 

Die Wirkung auf dem Meßplatz P ist also nur 
330/0,404 oder 82% von der bei M,, so daß 18% 
r Variationen am Meßplatz unausgeregelt bleiben. 
in weiterer Restbetrag verbleibt dadurch, daß jeder 
sellung von M, zwangsläufig ein bestimmter Quer- 
ldstrom und damit ein bestimmter Deklinations- 
trag zugehört. Dieser Restbetrag ergibt sich folgen- 
srmaßen: Im ausgeführten Beispiel entspricht wie 
sagt einer Drehung des Variometers M, um 1/,° 
ne Querstromänderung von 40 mA, wobei ein Quer- 
ld von 0,013 Oe entsteht und die Horizontalkom- 
onente des Erdfelds Hz — 0,190 Oe ungefähr um 4° 
:dreht wird. Da M, nur !/,° zurücklegt, verbleibt ein 
akompensierter Rest von etwa !/,, des Fehlerbetrags. 

Beide unausgeregelten Reste können mit einer zu- 
itzlichen Einrichtung beseitigt‘ werden, die eine 
bersteuerung der Meßplatzregelung gegenüber der 
ariometerregelung darstellt. Im vorliegendem Bei- 
jiel ist der Meßplatz um etwa 18 + 5 — 23% unter- 
;euert; durch Verstärken des Querfelds für den Meß- 
latz oder durch Abschwächen desselben für M, kann 
ieser Mißstand beseitigt werden. 

Dazu wurde um M, eine einzelne Windung wy 
on etwa r—=4cm gelegt, die von einem Bruchteil 
es Querstroms durchflossen wird, der an einem 
tromteilungswiderstand 8, von etwa 500 abge- 
riffen wird. Beim Einstellen desselben wird folgen- 
ermaßen verfahren: Auf P steht ein Variometer mit 
piegel und Lichtstrahlablesung; der Regler I ist in 
jetrieb; das Erdfeld in P ist durch einem passenden 
trom in der HermHorTz-Spule W, auf 5...10% 
eines Wertes geschwächt. Ein großer Elektromagnet 
ird in mehreren Meter Entfernung so aufgestellt, 
aß sein Kraftfeld senkrecht auf W, steht und darin 
raktisch parallel verläuft, und dann periodisch ein- 
nd ausgeschaltet; das von ihm erzeugte Querfeld 
teuere M, bzw. den Regler I fast ganz durch. Der 
Viderstand S, wird so eingestellt, daß das bei P be- 
indliche Variometer in Ruhe bleibt. Hier sei eine Er- 
änzung angefügt. Die Empfindlichkeit vom M, 
ängt von der Intensität des dort befindlichen Feldes 
b, die oben konstant mit Sy — 0,190 Oe angenom- 
nen wurde. Tatsächlich werden auf dem Meßplatz 
D Felder von 0...0,40Oe erzeugt. Es ist aber zu 
jeachten, daß am Orte von M, die Wicklungen der 
JELMHoLTZ-Spulen nicht mit ihrer vollen Stärke 
> — 1,000 i wirken, sondern nur mit einem Bruch- 
eil ö,, der vom Abstand A, abhängt und sich zu 


6,=5])5 (u! + vh)j2ulv8, (4) 
rgibt, wobei 
u=4+(24,/r +1), v=4+ (24 /r—1)? 


st. Für A,= 60 cm, r = 35 cm ergibt sich ö, — 0,228. 
Wird auf dem Meßplatz durch i = $7 das Erdfeld 
um Verschwinden gebracht, so besteht für M, noch 
lie Feldstärke (1 — ö,) ö; bei der Verdoppelung des 
Erdfelds (1 + 6,) $z- Für die Empfindlichkeitsbe- 
'rachtung genügt es also, bei M, stets mit dem Erd- 
eld Hz zu rechnen. 
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Für die Ausregelung der Intensitätsvariationen ist 
das Variometer WM, im Abstand A, auf der anderen 
Seite der HELMHOLTZ-Spulen in deren Achse vorge- 
sehen. Sein Magnet wird in ungefährer Ost-West- 
Richtung durch einen fest angebrachten Magneten M, 
gehalten, dessen Polverbindungslinie mit dem magne- 
tischen Meridian einen Winkel« von beiläufig 10° 
bildet. Der Abstand A, vom Variometer M; ist also 
so gewählt, daß dort sein Feld 


9=2Mz/| An 5u (5) 


ist; das resultierende Feld 9 bei M, verläuft also etwa 
von Ost nach West und ändert seine Richtung y unter 
anderem mit den Intensitätsvariationen des Erdfeldes, 
wobei aus 


= 5448 —29n 9,008 « 


durch Differentiieren, Dividieren und Vernachlässigen 
von Größen höherer Ordnung folgt 


dyldön—1/d,:«. (6) 


Für «  !; folgt also dy = 30 dSy. Der mit M, ver- 
bundene Spiegel steuert in der Einrichtung II durch 
Lichtstrahl und Fotozelle einen Strom ;i; so, daß einer 
Drehung um !/,;° eine Stromänderung von 20 mA 
entspricht; dieser Strom durchfließt das Wicklungs- 
paar W, der HermHortz-Spulen. Durch passende 
Wahl der Gittervorspannung und des Winkels zwi- 
schen Magnet und Spiegel wird ein Ruhestrom von 
etwa 10 mA eingestellt. Eine Drehung von M; um 
+ 0,1° bewirkt somit eine Feldstärkenänderung von 
+ 0,01 Oe, während die Feldänderung für dy = 
+ 0,1° etwa 5 - 10°° Oe ausmacht. Die Störung wird 
also auf !/,.0 ihres Wertes heruntergeregelt. 

Da der Magnet M, praktisch senkrecht zur Feld- 
richtung des Meßplatzes steht, liefert er dort keine 
Längskomponente, sondern nur eine Querkomponen- 
te, die konstant ist und vom Querfeld der WicklungW, 
mit kompensiert wird. Der feste Magnet M, jedoch 
ist bestrebt, die Feldstärke am Meßplatz zu schwä- 
chen, und zwar um den Betrag 


9r=2 M, cosa/(A,+ 4,)°. (7) 


Andererseits ist der Magnet M, bestrebt, das Feld 
in P um den Betrag 


dr=2M li (8) 


zu erhöhen. Zweckmäßig werden $,p und $,r ein- 
ander gleich gemacht; durch passende Wahl von M,, 
A, My, A, ist dieser Bedingung leicht zu genügen. 
Die von M, erzeugte kleine Querfeldkomponente wird 
ebenfalls von W, aufgenommen. Im vorliegenden 
Beispiel hat sich für A, der Wert 60 cm bewährt. 
Nun ist weiter zu beachten, daß der in W, fließende 
Regelstrom auf das Variometer M; nur mit dem Be- 
trag 6, (s. Gl. (4)] wirkt. Eine Feldstärkeänderung 
wird bei M;, voll ausgeregelt, wobei am Meßplatz der 
Regelbetrag i,/ö, auftritt, also eine erhebliche Über- 
regelung und Vergrößerung des Feldes. Um dies zu 
vermeiden, wird in nächster Nähe von M; die Hilfs- 
wicklung w angebracht, die, von iz durchflossen, für 
M, das Zusatzfeld (1 — ö,) i, erzeugt. Radius r, und 
Windungszahl w, sind so bestimmt, daß unter der 
nur annähernd zutreffenden Annahme, daß der Wick- 
lungsraum das Variometer enthält, einmal gilt 


(1 — ö)üı — 0,27 D wılr; 


und 2y=180°— a 


18* 
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und weiterhin, um eine Störung des Meßplatzes um 
mehr als eine Größe x auszuschließen, 


0,27, Mr}]A)<e. 


Ein Störbetrag von x = 10-20e bedingt z.B. 
r, =10cm, W, = 14; aus Gründen der Einheitlich- 
keit mit der noch zu besprechenden weiteren Hilfs- 
wicklung w, wurde r, =3cm, W, = 4 gewählt und 
damit der Betrag x noch wesentlich verkleinert. Der 
Wert ö, wird durch mechanische Messung und Rech- 
nung nach (4) bestimmt. 

Es muß nun geprüft werden, ob diese vom Regel- 
strom durchflossene Spule w, auf das Variometer 
wirklich den Einfluß (1 —ö,) i;, ausübt. Dazu läßt 
man an Stelle des Regelstroms i; aus einer Hilfsstrom- 
quelle einen um Größenordnungen höheren Strom I 
durch W, und w, fließen und gleichzeitig durch die 
andere Wicklung W, der HELMHoLTZ-Spulen einen 
Hilfsstrom — I/ö, der somit bei M; das entgegen- 
gesetzt gleiche Feld erzeugt wie der Strom / in W,, w.. 
Beim gleichzeitigen Einschalten beider Ströme darf 
sich M, nicht wesentlich bewegen; selbstverständlich 
ist hierbei Fotozelle und Röhre II abgeschaltet. Ab- 
geglichen wird durch kleine Abstandsänderungen der 
Spule w,. Man kann hier so abstimmen, daß das Feld 
um den Fehlerrest am Meßplatz größer ist, im Beispiel 
also um 1/5009. Man läßt also durch die Wicklung W, 
beim Abgleich von w, nicht den Hilfsstrom — I/ö,, 
sondern — 1,005 I/ö, fließen. Die Störungen werden 
dann restlos ausgeregelt. 

Weiterhin soll M; von den willkürlichen Änderun- 
gen des Meßstroms ;, in der Wicklung W, nicht be- 
einflußt werden. Zu diesem Zwecke ist die Hilfsspule 
w, bei M; angeordnet, die vom Meßstrom ;,, so durch- 
flossen wird, daß sie den von W, stammenden Feld- 
betrag ö, - i„ aufhebt. Ihr Radius », und ihre Win- 
dungszahl w, werden so bestimmt, daß ähnlich wie 
wi 0,27 imwelrz =3 — 6} Im 

0,27 i,w, r3/A}<Yy 


ist, wobei yder Fehler ist, der ins Feld des Meßplatzes 
eingeführt werden darf. Im vorliegenden Falle wurde 
r,=3cm, w =2 gewählt. Da hier zum Abgleich 
der Spule nicht Ströme von wesentlich höherer Grö- 
ßenordnung benutzt werden können, als sie im prak- 
tischen Betriebe auftreten, wurde w, etwas reichlicher 
bemessen, als es der Rechnung entspricht, und nur von 
einem Teil des Meßstroms i, durchflossen, der an 
einem als Stromteiler geschalteten Widerstand s$,, ein- 
gestellt werden kann. Der Abgleich erfolgt durch Be- 
obachten von M; bei abgeschalteter Regelautomatik; 
starke Änderungen oder gar Wenden des Stroms ia; 
dürfen keinen deutlichen Einfluß auf den Lichtstrahl 
haben. 

Die Abhängigkeit des Winkels y [Gl. (6)] von der 
Variation der Deklination bzw. von « muß noch unter- 
sucht werden. Aus den Ansatzgleichungen zu (6) 


i ich 
ergibt sic arg 


In der ausgeführten Anlage wird eine Deklinations- 
änderung des Erdfelds um 2° auf den Rest von 0,1° 
heruntergeregelt, was eine Änderung dy = 0,05° und 
eine Änderung des Stromes i, von 5 mA ergibt. Dem- 
zufolge ändert sich auch das Feld bei P um 0,005 Oe; 
das ist ein viel zu hoher Wert. Infolgedessen wird 


und 
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M, mit einer aus wenigen Windungen bestehend 
in der Ebene von W, liegenden Spule w, umgeber 
die von einem am Stromteiler 8, abgegriffenen Bruch 
teil des Querfeldstroms durchflossen wird. Sie wir 
ähnlich der Spule w,, d.h. Deklinationsvariatione: 
werden bei M; ebenso restlos wie bei P hinausgeregelt 
Man stellt 8, nach 8, in derselben Weise ein, wobe 
der Regler Il unwirksam sein muß. 

Die Spulen w, und w, erzeugen bei P kein Längs 
feld, außerdem führen sie nur schwache Ströme; si 
stören also nicht. 

Nun ist noch festzustellen, welche Höchstmoment: 
M, die Magnete der auf den Meßplatz gebrachten 
Geräte haben dürfen. Sobald dort ein solches Gerä 
steht, beispielsweise ein Kompaß mit frei einspielen 
dem Richtmagnet, regelt das Variometer M, einer 


Fehlerbetrag Hr —2M A? 
Weir: oil 


ein, wobei M, die Nord-Süd-Komponente des magneti 
schen Moments der eingebrachten Magnete ist. Imvor 
liegenden Beispiel darf M, nicht größer als etwa 11 cgs 
Einheiten sein, wenn kein Feldfehler über 10-2 Oe ent. 
stehen soll. Höhere Momente bedingen also größer: 
Fehler oder einen größeren Abstand A,, besser abeı 
einen zusätzlichen Kompensationsmagneten gleiche 
Stärke M,, der in umgekehrter Lage jenseits de: 
Variometers M, im Abstand A, von ihm angebracht 
wird, so daß er den Einfluß des Gerätmagneten auf. 
hebt. Wäre A, = 4A, so würde am Meßplatz ein Feh. 
ler von 97/8 entstehen; deshalb wird A, etwas kleineı 
gewählt, so daß dieser Fehler durch eine eben einset- 
zende Regelung seitens M, aufgehoben wird, d.h 


] 
I LM NA+ ANIMAL -A2M,A 
oder unter Vernachlässigung von Gliedern höhereı 
RE 4,=0,959 Ay. 


Eine entsprechende Anordnung ist denkbar für Ge- 
räte, die ein Querfeld erzeugen und dadurch M, zum 
Ansprechen in störendem Ausmaß bringen. Hier wird 
zweckmäßig ein Magnet mit sehr kleinem Moment 
in Ost-West-Lage so in Richtung auf M, angelegt, 
daß er dort das erzeugte Querfeld eben aufhebt, wobei 
die Störung auf dem Meßplatz entweder belanglos ist 
oder in gleicher Weise wie oben angegeben durch 
geringe Anderung des Abstands im Verein mit der 
Querfeldregelung durch W, behoben werden kann. 

Die Arbeit entstand 1944 im Kompaßlaboratorium der 


Emil Busch A.G, Optische Industrie, Rathenow; Herrn 
Prof. Dr. Kussmann danke ich für wertvolle Hinweise. 


Zusammenfassung. 


Es wird eine zu Eichzwecken dienende Einrichtung 
zur Herstellung und Konstanthaltung magnetischer 
Felder (Größenordnung: Erdfeld) beschrieben, bei 
der von außen eindringende Störungen hinsichtlich 
Intensität und Richtung durch Variometer mittels 
Lichtstrahl, Fotozelle und stromdurchflossenen Spu- 
len kompensiert werden. 


Literatur. [1] Vıeweg, R. u. W. Gortwauor: Z. VDI 
85, 417 (1941). — [2] Rössıger, M.: Naturwiss. 30, 753 (1942); 
31, 211 (1943). — [3] Siehe z. B. DEHLER: Meßtechnik 17, 
133 (1941). — Neumann, H.: ATM 1937, Z 912—1. — 
[4] Zum Beispiel Kröner, H.: Die Geschwindigkeitsregler 
der Kraftmaschinen, Sammlung Göschen, S. 105, 1912; Vor- 
träge Bad Kreuznach, Z. techn. Phys. 1937, 398. 
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Ausgleich der Teilflankenwinkelfehler bei den Gewindepassungen *. 
Von 6. Bernpt, Dresden. 
Mit 6 Textabbildungen. 
(Eingegangen am 12. Mai 1948.) 


I. Einleitung. 

In einer früheren Arbeit [1] war untersucht, um wie- 
el der (Ist-) Flankendurchmesser eines Außenge- 
ndes mit Teilflankenwinkelfehlern kleiner als sein 
arungsdurchmesser gehalten werden muß, damit 
in ein ideales Innengewinde mit symmetrischem 
ler unsymmetrischem Profil eben eingeschraubt 
srden kann. In den Abb. 1—6 ist dieses durch die 
ark ausgezogenen Linien dargestellt, wobei die Ge- 
den AB und A’B’ bei Gewinden mit Abflachung 
n Außen- und den Innendurchmesser begrenzen; 
ji Profilen mit Abrundung (wie im Kern der neuen 
etrischen Gewinde nach DIN 13, 243 —247, 516 — 
1 vom September 1943; an den Spitzen und im 
ern des Whitworth-Gewindes nach DIN 11, des 
ohrgewindes mit Whitworth-Profil nach DIN 259, 
:s Rundgewindes nach DIN 405) sind AB und A’ B’ 
ı den Stellen zu zeichnen, an denen die Abrundungs- 
jgen tangierend in die Flanken übergehen. Die am 
ußen- und Innendurchmesser dadurch von dem 
:ofildreieck abgescehnittenen Stücke wurden durch 
e schwach ausgezogenen Linien angedeutet. 


In diese Innengewinde sind die gerade noch zu 
jarenden Außengewinde stark gestrichelt einge- 
ichnet, deren Teilflankenwinkel $# und y um (die 
ets positiv zu rechnenden Größen) ö, und ö, von 
»n Sollwerten 4& bzw. «, und x, abweichen; ihr 
rofildreieck ist durch die schwachen gestrichelten 
inien ergänzt. Dabei kann der Außendurchmesser 
»s Innengewindes größer als der des Bolzens (d) und 
sssen Kerndurchmesser kleiner als der Innendurch- 
esser (D,) der Mutter sein, entscheidend bleibt stets 
e Überdeckung t,, die bei beiderseits abgeflachtem 
ewinde gleich 4 (d— D,); sie ist also die Projek- 
on des für das Außen- und Innengewinde gemein- 
men Stücks der geraden Flanken auf die Achsen- 
nkrechte. 

Zu unterscheiden sind folgende 4 Fälle: 


1. B>4abzw. P>a,, 
y<habzw. y<o,, 
Bß-3ax=6, bzw. Bu = Öh, 
la—y=6, bzw. -Yy= 6 
(Abb. 1 und 4). 

2. B<}a bzw. B<,, 
y>Ia bzw. y>o,, 
1a—ß=Ö, bzw. u —B=Ö,, 
y—tIa=Öö, bzw. Y—%, — Ö,. 


all2 ergibt sich aus 1., indem man «, und &, sowie 
‚ und ö, vertauscht, bedarf also keiner besonderen 
arstellung. 


3. ß>4a bzw. B>a,, 

y>4a bzw. y>o,, 
B-tIa=6, bzw. Ba, = Öh; 
—1a=Ö6, bzw. y-, = 6, 


(Abb. 2 und 5). 


* Die vorliegende Arbeit war am 11. 3.44 bei der Zeit- 
'hrift für Instrumentenkunde eingesandt worden, ist dort 
ber nicht mehr erschienen. 


4. B<ta bzw. P<o,, 
y<da bzw. y<as,, 
Ia—B=6, bzw. u —-P=Ö,, 

Iia—y=ö, bzw. 9 —Yy 
(Abb. 3 und 6). 

Da der Flankendurchmesser bei unsymmetrischem 
Profil durch den (achsensenkrechten) Abstand der 
Mitten der einander gegenüberliegenden Flanken des 
scharf ausgeschnitten gedachten Profils gegeben ist 
(wo auch die Zahnbreite gleich der Lückenweite), so 
wird er in Abb. 1 und 4 durch JL dargestellt; das ist 
gleichzeitig der Flankendurchmesser d, eines Bolzens 
mit richtigen Teilflankenwinkeln, der mit dem Innen- 
gewinde noch gerade gepaart werden kann. Infolge 
seiner Winkelfehler muß er aber kleiner gehalten 
werden, und zwar, auf der Strecke JL gemessen, um 
JK'’ + LM’; diese in JI berechnete Größe sei hier 
mit, bezeichnet. Sie ist aber nichtder Flankendurch- 
messer des fehlerhaften Außengewindes, da die Schnit 
punkte K’ und M’ von JK mit seinen Flanken nicht 
in der Mitte der Dreiecksseiten des scharf ausge- 
schnitten gedachten Profils (z. B. BEE’) liegen; er ist 
vielmehr durch die Strecke KM gegeben, die sich 
von d, um f, unterscheidet. Da nun an den Werk- 
stücken nicht der Abstand K’M’, sondern ihr Flan- 
kendurchmesser KM geprüft wird, so ist für die 
Paarungsmöglichkeit nicht Q,, sondern f, entschei- 
dend. Um diesen Betrag f, muß der Flankendurch- 
messer des Bolzens verkleinert, der der Mutter ver- 
größert werden, um wahllose Austauschbarkeit zu 
verbürgen. Deshalb soll nachstehend die Größe f, 
für die vorher aufgeführten 4 Fälle berechnet werden!. 

Da die Abflachung an den Spitzen des Profildrei- 
ecks des Innengewindes in den Normen stets symme- 
trisch erfolgt, so ergibt sich aus Abb. 1-6: 

=2EzDE; 
also gleich der Differenz der achsensenkrechten Ab- 
stände der Spitzen des Profildreiecks des Außen- 
gewindes von den das Innengewinde begrenzenden 
Linien A’B’ und AB. 


IL. Symmetrisches Profil. 


a.B>3a, ySha. 
1. Fall: B>4!a, y<$a (Abb. 1). 
Es ist 
Bo=Bc 4'B’+4'0’- (AB-.-AC) 
1 ey ee er ih 
I tgß +tgy tgß+tgy 
4’B"sinö, , AB’sinö, 
Al AU cos y "eos ß 
rgß+ttey tgß+tgYy 
sin öj sin d, 


1 cos($a+ö) cos (4% — 6,) 
cost tglda+ öl) +tglta — 6) 
%  sind,(cos}acosd, + sinyasind,) + 
i 62) + 
sin (ö, + 03) 


costa sin (4 + ö,) cos (4x — 

+ sinö,(costacosö, — sin}asinö,), „ Sın( 

+ sin (4 « — ö,) cos (} a + 6,) ®sin[a+ (6, Ö2)] 

ı Diese Untersuchung wurde durch eine Anregung aus- 

gelöst, die die frühere Ableitung (in JT) bei unsymmetrischem 
Profil bemängelte. 
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2. Fall2: B<za, y>14a. 
Durch Vertauschen von ö, und ö, ergibt sich: 


er sin (ö, +6,) 
RR sin [a — (6, — ö,)] ' 
3. Falll und 2 zusammengefaßt: 


h=b 


sin [8.410 = 01% 
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sin (6) + 6,) f ( 


Zeitschrift für 
angewandte Phy. 


Nach Gl. (9) in JI war: 


#° 
ER 2 
Pa sin «& 


(dı + 62). 


In Übereinstimmung mit der soeben gezogenen Fo) 
gerung ist also (in erster Näherung) f4 = 9x. 

5. Zweite Näherung. Müssen die zweiten Pote 
zen von ö, und ö, noch berücksichtigt werden, = 


Abb. 1. Einfluß der Winkelunterschiede B—-%& und 4&—y auf die Paarung von Gewinden mit symmetrischem Profil. 


dabei gilt das obere Vorzeichen für Fall I, das untere ergibt sich: 


für Fall 2. 
In JI hatte sich [s. die dortige Gl. (7)] ergeben: 


gjeak 1 ls sin (ö, +65) 
Sr 200848 zensrn sin ö, sin ö, 
sin [4« + (ö, — Ö,)] = Yakra 
_y sin (6, + 
— ?2sindacosta cos (6, — 65) + 
+ 65) h' 
+ 2008? $ sin (ö, — d,) — 2ctg4asin d, sin 6, 
ee + un sin (ö, + 
? sina cos (6, — &) + (1 + cosa)sin (6, — 6,) — 
\ 40) | 
— 2ctg} «sin ö, sin 6, 
u sin (6, + 63) Li 
°sin[@+(64 &)]+sin(ö, ©) - 2ctgiesind,sin dar 


9. unterscheidet sich demnach von f, nur dadurch, 
daß bei jenem im Nenner noch. die Glieder 
+ sin (6, —6,) —2ctgiasinö,sind, hinzukommen, die 
indessen nur eine Änderung um Größen zweiter und 
höherer Ordnung bewirken. 

4. Erste Näherung. Sind 6, und 6, so klein, daß 
ihre zweiten und höheren Potenzen vernachlässigt 
werden dürfen, so wird: 


h= _ (ö, + 6,) mm (ö, und ö, in rad) 
t z 
= 0,291 ac (6, + ö,) u 2) 


(t, inmm, ö, und ö, in min)t, 


! Auch weiterhin sollen bei Angabe in mm die Strecken 
in mm, die ö in rad, bei Angabe in u. die letzteren dagegen 
in min eingesetzt werden. 


waren 7, ö, Si a en rn 
“2 sina + cosa(d, — 6,) 
L, 
7 Fer (ö1 + 65) 1 + etga (d, — Ö,)| 
elf 1 f etga (d, — Ö,)] 


‚ c08« 


—.f/ 2 2\ ıy 
= TE + tz na (63 m ö5) mm 
‚ c08« 


= 702912109 5 (1 ) 


Dagegen war nach Gl. (10) in JI: 


| 
id 
| 
| 


] ko cos? 
WAR; 7 ER 2 3 2 A AT r‚ 5) RA 22 
Pa "Pat Gans ra, 01 08) pe ET 


6 ‚1+cosa 
=hrb 


sin? & 
Damit wird 


(6-6, 


(6 — 3). 


A=pk X = F0,2912103 2 (68). 
B.ßB undy>te. 
l. Fall3: $ und y>14x (Abb. 2). 
Es ist ACLBR 
ienater wi Ri tgßHtgy 
sin ö, sin ö, 
3 cos(4a+6) " cos(4a-+ 6,) 
cos5a tea +6) +tglda + Ö,) 
t,  sinö,(c08s4« cos d, - sind«sin d,) + 
COS5& sin [@ + 
+ sin d, (cos 4a cos ö, — sind «sin Ö,) 
+ (61 + 6,)] 
—_f sin (ö, + ö,) — 2tgtasin ö, sind, 
„x- sin [x + (6, + 6,)] 


E 
2. Fall4: ß und y<}x« (Abb. 3). 
4’0’+ BF 
nt Me Be 
tg +tgy 
sin 6, 
% cos(4a Ö,) 


«= D'’E' 


si 
cos(y&  ög) 


— eosıa tg(lta—d)+tg(te — 6.) 
sin (6, + 6,) + 2tg} «sin ö, sin ö, 
sin [& — (6, + 6,)] 


— 
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4. In erster hal wird 


= es * ö,) mm 
0291; 


sin & 


„ (d +6). 
Nach Gl. (4) in JI war 


Abb. 2. Einfluß der Winkelunterschiede B—4& und y—}« auf die Paarung von Gewinden mit symmetrischem Profil. 


3. Fall3 und 4 zusammengefaßt: 
zen sin (6, + 6,) F 2tg%$asin ö,sinö, | (4) 
. sin[a + (ö, + Ö5)] i 
abei gilt das obere Vorzeichen für Fall 3, das untere 
ir Fall 4. 


Auch in diesem Falle müssen nach obiger Folgerung 
selbstverständlich die beiden Größen 9% und f% über- 
einstimmen; außerdem haben sie denselben Wert wie 
in Abschnitt ILA. 


Abb. 3. Einfluß der Winkelunterschiede 4« — ß und }&—y auf die Paarung von Gewinden mit symmetrisehem Profil. 


Für p, hatte sich in JI [s. die dortige Gl. (2)] er- 
eben: 


u} 
Ex 
2 00850 nal + 


sin (6, + 65) + 2ctg} «sin ö, sin ö, 
sin ö, sin d, 
sinta 
dinge sin (6, + ö,) + 2ctg $ a sin ö, sin. ö, 
—2sin[a+(ö, + 6,)] +sin(d, + 6,) + 2ctgyasin ö,8in.dg 


pa = 


In den Fällen 3 und 4 unterscheidet sich p, von f, 
nicht nur dadurch, daß bei jenem im Nenner das 
Glied + sin (6, + 62) + 2 ctg$ a sin ö, sin ö, hinzu- 
kommt, vielmehr tritt noch im Zähler die Differenz 


+2(ctg}a +tg}a) sin ö, sin ö, 
ige 1+tg?}a 
en tg} 


auf. Beides bewirkt wiederum nur eine Änderung um 
Größen zweiter und höherer Ordnung. 


sin ö, sin ö, 
sin 


sind, sin, —=+ 4 


5. In zweiter Näherung ergibt sich 

Ö,) men ö,)] 
ER Felt Öo)] F- er Ö, 6 

=- Fo 2. [608& (dı + 6,)? + 2sinatg$a.ö, ös] 


a 


(6) 
en 10.] 
5 _[osa (8345542018. 1r-| 


an „ [eos« (6, 


—=/.T 
Sie r 


Nach GI. n in JI war 
1-+ cos 


Ya = (7 San (6 + 62) She sin? « (dt 
Damit wird 
A= 94 — fi = F 0,2912 107° (dı — 92)? 
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A = ox — f«' wird 0, wenn 6, = ö,, da dann der Bolzen 
zwar einen falschen Flankenwinkel, aber symmetri- 
sches Profil hat, für das auch der achsensenkrechte 
Abstand beliebiger Punkte zweier einander gegen- 
überliegenden Flanken den Flankendurchmesser dar- 
stellt. Jener Unterschied A ist, absolut genommen, 
am größten, wenn einer der beiden Teilflankenwinkel- 
fehler (ö, oder 6,) gleich 0 wird. 


C. Zahlenbeispiele. 
Für die wichtigsten genormten Gewinde mit 
symmetrischem Profil gilt: 
1. Genau nach Gl. (1) u. (4), falls t, oder A in mm 
eingesetzt werden: 
Metrische Gewinde, DIN 13, 243 — 247, 516 — 521: 
t; = 0,5954 h: 


Falllund2: /„=%, sin (6, + 6,) 


sin [60° + (6, — 6,)] 
‚sin (6, + 6,) X1,155sin ö, sin 6 
Fall3und4: f,=%, \ en er + 3] 10% u; 
Whitworth-Gewinde, DIN 11, 259; 13 = 0,492 33 h: 
f er sin (ö, + 6,) ın3 
Falllund2:f/,=% in 158° (4 — 5] 10? u, 

.g —_ „Sin (ö,+6,) F1,041 sind, sin ö 
Fall3und4: f,=t, sin 155° £ (6, + 3,)] 
Trapezgewinde, DIN 103, 378, 379; 4 = 0,5 h: 

; sin (ö, + 6,) 
Fall lund 2: = —— a Eee 
x 2 __ y’ Sin (6, + 0,) * 0,536 sin 6, sin ö 
Fall3und4: f,„=t, sin [30° (&, + 5] 


2. Erste Näherung nach Gl. (2) u. (5); für Fall 
bis 4: 
Metrische Gewinde: 
fa = 0,336 13 (6, + 62) = 0,200 h (6 + 65) u; 
Whitworth-Gewinde: 
fa = 0,355 tz (6, + 62) = 0,175 h (6, + Ö,) 1; 
Trapezgewinde: 
f« = 0,582 1, (6, + 65) = 0,291 h(d, + Ös) &. 
3. Zweite Näherung nach Gl. (3) u. (6): 
Metrische Gewinde: 
Falll und 2: 
x — 1% [0,336 (6, + 6,) F 0,000 056 5 (&—ö)]p, 
Fall3 und 4: 
7 = 1 [0,336 (6, + 6,) # 
7 0,000 056 5 (67 + 68) 7F 0,000 225 8 6, 65] u; 
Whitworth-Gewinde: 
Falll und 2: 
fa = 13 [0,355 (6, + 6.) F 0,000 0724 (62 — 8%)] u, 
Fall3 und 4: 
= =, [0,355 (6, + 65) F 
+ 0,000 0724 (63 + 3) T 0,000 2524 Ö1 65] u; 
Trapezgewinde: 
Falll und 2: 
x — % [0,582 (ö, + 6,) F 0,000 293 3 (63 — Ö3)]w, 
Fall3 und 4: 
2 = 1[0,582 (d, + 6,) F 
0,000 293 3 (67 + 63) F 0,000 677 4 6, ö,] y. 


102, 


210° u; 


10° u. 
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4. Für A=9%— f% ergibt sich: 
Metrische Gewinde: 
Falllund2: A= 7 0,000 067 2h (67 — 63) u, 
Fall3und4: A = £ 0,000 067 2h (6, — 6,)? u; 
Whitworth-Gewinde: 
Falllund2: A= 7 0,000 0621 (6 — 63) u, 


Fall3und4: A= £ 0,000 0621 (dr; 
Trapezgewinde: 

Falllund2: A= F0,0001694R (8%— 8%) ı, 
Fall3und4: A= = 0,000 169 4h (61 — 65)? m. 


Für einen zahlenmäßigen Vergleich seien die Teil 
flankenwinkelfehler zu 150’ angenommen, wie sie ar 
Werkstücken des öfteren beobachtet sind und im 
allgemeinen etwa den Größtwert darstellen. Mit 
diesen werden die Rechnungen für die 4 Fälle unter 
den folgenden Annahmen durchgeführt: 


a) für den einen Teilflankenwinkel ist der Fehler 
150’, für den anderen 0’; 

b) er beträgt für beide Teilflankenwinkel je 150’, 
das Profil ist also symmetrisch, aber mit falschem 
Flankenwinkel ausgeführt (diese Annahme würde 
etwa der Paarung eines Metrischen mit einem Whit- 
worthgewinde gleicher Steigung entsprechen). 

Die Ergebnisse sind in Tabelle 1 zusammengestellt. 
Wie schon aus den Gleichungen ersichtlich, steigt f, 
mit abnehmendem Flankenwinkel an, gleiche Über- 
deckung vorausgesetzt; da das Verhältnis t5:h beim 
Whitworth-Gewinde kleiner ist als beim Metrischen, 
so erreicht f, bei jenem (trotz seines kleineren Flan- 
kenwinkels) nicht die Werte wie bei diesem. 

Unter den angenommenen Verhältnissen weicht 
die erste Näherung von dem streng richtigen f, beim 
Metrischen Gewinde bis maximal + 7,5%, beim 
Whitworth-Gewinde bis + 8,4% und beim Trapez- 
gewinde bis + 16,3% ab, und zwar treten diese größ- 
ten Unterschiede in den Fällen 3 und 4 auf (bei denen 
beide Teilflankenwinkel größer oder kleiner als die 
Sollwerte sind). Die Ergebnisse der zweiten N äherung 
sind dagegen beim Metrischen und beim Whitworth- 
Gewinde höchstens bis zu 0,7%, beim Trapezgewinde 
bis zu etwa 3% falsch, und zwar kommen sie, wie 
leicht verständlich, gleichfalls in den soeben genannten 
Fällen vor. 

Da man bei den Gewindetoleranzen Abweichungen 
von +10% als vernachlässigbar ansieht [2], so ist bei 
den Metrischen und den Whitworth-Gewinden (mit 
den größeren Flankenwinkeln 60 und 55°) die erste 
Näherung stets ausreichend; beim Trapezgewinde 
wird es dagegen bei sehr großen Teilflankenwinkelfeh- 
lern und unter ungünstigen Umständen (wie sie bei 
Fall 3 und 4 vorliegen) notwendig sein, bis zur zweiten 
Näherung zu gehen. 

Der Unterschied zwischen den Ergebnissen der 
früheren und der jetzigen (richtigen) Rechnung ist, 
wie bereits vorher erwähnt, bei gleichen Fehlern für 
beide Teilflankenwinkel 0; sonst erreicht er bei Me- 
trischen und Whitworth-Gewinden Werte bis etwa 
+ 5%, beim Trapezgewinde bis fast + 10%. 


III. Unsymmetrisches Profil. 
Beim unsymmetrischen Profil sind den Teilflan- 
kenwinkeln $ und y des Außengewindes nicht mehr 
die gleichen Teilflankenwinkel 4&, sondern die von 


I. Band 
6 — 1940 . 
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Abb. 4. Einfluß der Winkelunterschiede 8 —«&, und &, — y auf die Paarung von Gewinden mit unsymmetrischem Profil, 


inander verschiedenen Größen «, und «, des Innen- 
ewindes zugeordnet. Sonst gestaltet sich die Ab- 
eitung von f, in derselben Weise wie beim symme- 
rischen Profil. 


A. BZ; vZE%. 


1. Fall: B>a,, y<x, (Abb. 4). 
Es ist 
| sun B’C’ — BC A’C’+AC 
DE DE= arg, — teBt ter 
A’B’sind, AB'sin ö, 
co8Y cos ß 
tgß +tgy 
sin ö, sin ö, 


‚ C08& 08 (&) + 6))  CO8&,COS (&, — Ö,) 


ET FF 6) 
Ei sin ö] COS &g COS (X — 65) + 
COS &] COS &g sin [x + 
+ sin ö, c08 a, cos (x, + Ö}) 
+ (d1 — 62)] ‚ 


2. Fall2: <a, y> az. 
Durch Vertauschen von «&, mit &, und 6, mit ö, folgt: 
PL 
“  C09%,C08%, 


sin ö] COS &, COS (%g + 65) + 
sin [x — 


+ sin d, c08 &, c08 (&, — 6}) 


(4) Ri: 
3. Fall 1 und 2 zusammengefaßt: 


Ya tz sin ö] COS &, COS (X, F&)+ 
”* 008%, C08%, sin [& + 
+ sin ö, c08 a, c08s (&, + ö) 
+ (6, — 6,)] : 


wobei wieder das obere Vorzeichen für Falll, das 
ıntere für Fall2 gilt. 

Zum Vergleich mit Gl. (1) für symmetrisches 
Profil ist die vorstehende Gleichung entsprechend 


umzuformen; es wird: 


je 15 sin ö, c08%, (COS, COS d, + Sina, sinds) + 
“  CO08X,C0S&, sin [x + 
+ sin ö, c08 a, (COS &, COS Ö, F sin «, sin Ö,) 
+ (6, — 62)] 
= tz 08? ,sin ö, c08d, + c08?a, sin 6,c086, + 
*  C08X, COS“, sin [x + 
+ $ (sin 20, — sin 241) sin ö, sin Ög 
4: (6, — 6,)] 
1cos&, _. . 1 cosa, 
Br Ge [sin (6, + 65) + sin (6, — lt, Be 
a sin [x + 
x [sin (ö,-+6,) — sin (ö, O1 en a) sin ö, sind, 
COSK, COS, (la) 
SE (ö, Ey 
1 (cos&,  cosa,\ . 1 
PB 2 > — u Br Ya“ gt 
a sin [@ + 
_ sinasin(a,— 0%). © % sin a) ; : 
608, COS &, sin (d, — du) = COS, COS, LEN 
+ (61 — 6,)] 
l/cosa,  cosa,\ . sing, sin a) M 
PD: in m and) e er cos) 
3 BT sin [x + 
x sin ö, sind, — 5 sina(tg&, — tga,)sin(ö, — 65) 
+ (&, — 8,)] en 


Mit 5 =a,=1ta geht Gl. (la) in die Gl. (1) für 
symmetrisches Profil über. Von dieser unterscheidet 
sich jene dadurch, daß das Glied mit sin (6, + ö,) 

«, 4 fc08&, COS & 
as 2 Fe & + COS&, 
dem in Gl.(l) ergänzend zu denkenden Gliede 
+ (tg}a— tg) sin ö, sin ö, der Faktor von sin ö, 


sin 6, in (la) Fr > en lautet und daß schließ- 
1 2 


lich im Zähler noch $ sin « (tg &% — tg x,) sin (6, — Ö,) 
hinzuzufügen ist. | 


) zu multiplizieren ist, daß in 
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In JI hatte sich [s. dort die Gl. (8a)] ergeben: 


_p sin (20, # ö,) sin d, + sin (2&, + 6,) sin 6, 
Pa tz [sin (2, + ö,) + sin ö,] [sin (2«,  6,) £ sin ö,] ' 


Ein unmittelbarer Vergleich von op, und f,, wie er 
beim symmetrischen Profil leicht auszuführen war, 
ist hier nicht mehr möglich. 
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Abb. 5. Einfluß der Winkelunterschiede $—«, und y— a, auf die 


Paarung von Gewinden mit unsymmetrischem Profil. 


4. In erster Näherung ergibt sich [am einfachsten 
aus der ersten Gl. (la); selbstverständlich führt auch 
die zuletzt für f, abgeleitete Gleichung zu demselben 
Wert, wenn man die Glieder mit sin (6, + ö,) und 
sin (Ö, — Ö,), in erster Näherung: 6, + Ö, und 6, — Ö,, 
unter entsprechender Umformung ihrer Faktoren 


| 
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Nach Gl. (9a) in JI war: 


PER 6, Ö, ) 
Paar = 2%, T sin 20, / ' 
Damit wird 


6] 1 COS &g 
d=M—h= Ar % 2 sin, sin(a-+ = 
Zi Ög ( 1 c080, 
COS, \2sin X, sin (x, + %s), 


_ 1 1 ) 
- 2 |cosa, la sin«, sina,—+t cosa,tga 
{) 1 
er 


c0S&, \2 sin &, 


1 } 
sin, + cos a, tg a) 


tz ö, sin (X — 6) 
609%, C08 &g E sina, (sin, + cosa,tg%) 
6, sin (X, — &,) 
2sina, (sin, + cosa,tga,) 
gr Sn (dt, — a1) ö1 Ö, 
2 int) er en Fe 


— 0,2911, 2% en 1 ee 


sin (& + &,) \sin 2a, sin 2%, 


Im Gegensatz zum symmetrischen Profil ist als 
beim unsymmetrischen der Unterschied A=@—] 
von der ersten Ordnung; für =&=}}x wird e 
(in erster Annäherung) 0. 

5. In zweiter Näherung folgt, am einfachsten au 
der zweiten Reihe der Umformung der Gl. (la): 


sin& 
1 
6,6, 
COS &, 


COS, 


1 
‚ C08&, 


COS 0%, sin &, 

cosa, ° - & 
sin (&, + &) 

x[1F etga(d,— Ö,)] 

— [1 F cetga (6, — 6,)]) + 

tz sin tg 

sin (&, + %,) (= & 


Ei 


(3a 


sin« 
) 6, öd, mm 


F' 
Abb. 6. Einfluß der Winkelunterschiede «, —ß und «,— y auf die 
Paarung von Gewinden mit unsymmetrischem Profil, 


zusammenfaßt]: 


COS&, COS, ö, Ög 
‚ C080, COBO: ” „cost, 1! Cosi, 
ab —- —=b - -mm 
sin (x, + ee tgx, + tg% (2 a) 
COS, Cosa, 
1 2 
COS“ COS« 
= 0,291% 1 ’— u. 

sin (& + %) 


Von der Gl. (2) für symmetrisches Profil unter- 
scheidet sich die Gl. (2a) für unsymmetrisches da- 
durch, daß nicht die einfache Summe 6, + ö, der 
Teilflankenwinkelfehler auftritt, sondern daß jeder 
er nn, 

coS & 
Cosinus der TeilEnErIE multipliziert werdäh 
muß, das für, =&=14o den Wertl annimmt, 
wodurch dann die Gl. (2) u. (2a) identisch werden. 


vorher mit dem Verhältnis 


COS, 
| + 
sin =) 307. 


COS &g 


+ 0,291210-3s _——® (re 


sin (x, + &,) \ cos a, 


Die zweite Näherung bei unsymmetrischem Profi 
unterscheidet sich von der für symmetrisches [Gl]. (3) 
dadurch, daß bei jener noch das Glied + 0,291? 10- 

hei) re = a) ö, 6, hinzukommt, das fü 
sin (&} + &,) \cos a, COS &, 
% =% = ta verschwindet. 
Nach Gl. (10a) in JI war: 


1: 


„ er di 65 
a = Pa 3 fe PER & „sindes) ' 


Da der Unterschied A bereits von der ersten Ordnun; 
ist, lohnt es nicht, ihn für die zweite Näherung zı 
berechnen. 


B. Bund ya, bzw. %,. 
1: Fall3: B>'e,,:9 > o, (Abb. 5). 


Es ist 
1 re ee OB Fren 1% 
= DE ZDES tgß +tgy Cosa, Cosa, 
sin Ö, COS &, COS (X, + ö,) + sin d, c08 &, COS (a, + s) 


sin [a + (ö, + Ö,)] 
2. Fall4: P<a,, y<a, (Abb. 6). 
Pa I dba meta 7 
“  tgß+tgy COS, COS, 


sin ö] C08 &, COS (X, — Ö5) + sin Ö, C08 &, C08 (&, — 2) 


sin [x — (6, + ö,)] 


3. Fall3 und 4 zusammengefaßt: 


x 
” 
er 
*  C08X,C084g 


sin d, COS & COS (X + Ö,) + sin ö, cos a, cos (x, + 6). 
F sin [x + (6, + 62)] ; 


vie früher gilt das obere Vorzeichen für Fall 3, das 
intere für Fall 4. 

Durch entsprechende Umformung wie in Ab- 
ehnitt IIIA ergibt sich: 


% cos? x, sin 6, c08 d,+ cos? a, sind, cosd, 7 
sin [x + 
+ 4 (sin 2«, + sin 2«,) sin ö, sin ö, 
+ (6,+ 8,)] 
1 /cos&, | coSsa,\ . sin & 
Y ln = u u) Br: ro Fe 5; % 
er» sin [a + 


)sin ö,sind, - }sina(tga, — tga,)sin(d,— 6,) 


%° C08,C08%, 


(4a) 


sin 


%g 


+ (6, + Ö,)] 


Wit &, = &— } a geht selbstverständlich auch Gl. (4a) 
n die Gl. (4) für symmetrisches Profil über. Der 
Unterschied zwischen beiden ist grundsätzlich der 
Jleiche wie zwischen (la) u. (1), wobei an Stelle des 
lortigen Faktors (tg4a + tg}a) von sin Öö, sin ö, 
nier der Ausdruck ( we 

Cosa) COS, 


) tritt. 
Nach Gl. (3a) in JI war: 


‚sin (2%, +6,)sinö,+ sin (2x, +61) sind, +2 sind] Sin ö, 
2° Tsin (2x, + 6,) + sin ö,] [sin (205 + 6.) + sin ö,] 


Pat 


Wie bei Falll und 2 ist auch hier ein unmittelbarer 
Vergleich zwischen , und f, nicht möglich. 


4. Die erste Näherung ergibt sich — wieder am 
einfachsten aus der ersten Gl. (4a) — zu: 
COSK, , , COSKL , ö, Ö5 
2 Ana u mla E are 
coOS& c0oSa« cos°a Ccos“a 
kb ——— 2 5 1 ? mm 
sin (&, + &s) tga, + tg 
(5a) 
COS &g 008% 5 
Ä 1 
coSa& cos & 
— 0,291 —— 2 


sin (x, + &) 


Sie hat also denselben Wert wie in Abschnitt IILA; 
infolgedessen treffen sie dort im Vergleich zum sym- 
metrischen Profil gemachten Ausführungen auch 
hier zu. 


Nach Gl. (4a) in JI war: 


2 Ö2 ) 


r ’ 
Pat (ei 20,  sin2a 


Da sie identisch mit Gl. (9a) in JI ist, so ergibt sich 
für den Unterschied A derselbe Wert wie in Ab- 
schnitt IIIA: 


Eee 2 s); 


2sin(x,+@,)\sin2«,  sin2a, 
er behält also (wie beim symmetrischen Profil) für 


die Fälle 1—4 seinen Wert bei, hier aber nur bis auf 
Größen zweiter und höherer Ordnung. 


I 
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5. In zweiter Näherung folgt, am einfachsten aus 
der ersten Reihe der Umformung der Gl. (4a): 


COS &, COS 0 5 = sin &, er as; 
‚080, *' cosa, - \cosa, cos) * ? 


‚= sin, + a) 
x{l Fetga ld, + Ö,) 
=f%[1 Fetga(dı + 6)] F 


tz sind, ) 
J sin (x, + &) E %g F ) 6, 0, mm 


— % [1 F 0,291. 10°? ctga (d, + ,)] F 
anzz tz sin, , sin 
F 0,291210°3— | 2 


in (&, + &g) \c08%, = 1ö2 


x 


(6a) 


sin &g 
COS A, 


Gegenüber der Gl. (6) für symmetrisches Profil 


tritt an Stelle des Faktors —,— von tz ö, ö, in (6a) 
cos?4« 
1 ( sin, 


des Faktor sin (& + &s) \c0S&, u 
% = 4x in jenen übergeht. 
Nach Gl. (5a) in JI war: 


DU ae ER ö5 
Pp=pry fa ie & sin? = : 


sin a, 
3 der für =: 


COS&, 


CO. Zahlenbeispiele. 

Für das wichtigste genormte Gewinde mit un- 
symmetrischem Profil, das Sägengewinde nach DIN 
513, 514, 515 (a, = 3°, &, = 30°, tz = 0,75 h), ergibt 
sich: 

1. Genau nach Gl. (la) u. (4a), falls t, oder h in 
mm eingesetzt werden: 

Falll und 2: 
‚0,866 0 sin ö, cos (30° #65) -+ 
NE : sin Er En 
+ 0,998 6 sin ö, cos (3° + 6}) 103 
Ai: (öı — Ö,)] 
1,0102 sin (6, + 6,) + 0,4403 sin 6, sind, — 
sin [33° + 
- 0,143 0 sin (6, — 63) 
+ (6 - 6) ld: 


4 


Fall3 und 4: 
0,8660 sin ö, cos (30° + ö,) + 
sin [33° + 
+ 0,998 6 sin ö, cos (3° + di) 9a 
+ (6, + 0)] 
1,0102 sin (6, + ö,) F 0,5611 sin 6, sin 6, — 
sin [33° + 
0,7430 sin (6, — 6,) 
—ı 103 u. 
+ (6, + ,)] ” 
3. Erste Näherung nach Gl. (2a) u. (5a) für Fall 
bis 4: 


f. = 0,864 81, 


_y 


fx =t, (0,4634 6, + 0,6161 ö,) 
— h (0,347 5 6, + 0,4621 6,) u. 
3. Zweite Näherung nach Gl. (3a) u. (6a): 

Falll und 2: 
„1, (0,4634 6, + 0,6161 6,) [1 F 0,0004481 (ö, — 63)] 

+ 150,000 068 4 ö, ö2 i&, 
Fall3 und 4: 
f?—=1, (0,4634 6, + 0,6161 ö,) [1-+0,0004481 (d, + ö)| 

= 1, 0,000 087 2 6, ö, u. 
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4. Für A=9— 
A=h(1,7404 6, — 0,2101 6,) u 


Der zahlenmäßige Vergleich se‘ wieder für Teil- 


fa ergibt sich in allen 4 Fällen: 


flankenwinkelfehler von 150’ durchgeführt, und zwar. 


unter denselben Annahmen wie in Abschnitt IIC, 
also: 

a) für den einen Teilflankenwinkel ist der Fehler 
150’, für den anderen 0’; 

b) er beträgt für beide Teilflankenwinkel je 150’. 

Die Ergebnisse sind in Tabelle 2 zusammengestellt. 
Zahlenmäßig sind die f, um rund 50% größer als 
beim Trapezgewinde, bedingt durch die gleichfalls um 
50% höhere Tragtiefe des Sägengewindes. 

Mit den angenommenen Teilflankenwinkeln weicht 
die erste Näherung von dem streng richtigen f, 
bis maximal + 15% ab, und zwar wieder in den 
Fällen 3 und 4, wenn also beide Teilflankenwinkel 
größer oder beide kleiner als die Sollwerte sind. Hier 
würde es sich demnach empfehlen, bis zur zweiten 
Näherung zu gehen, die höchstens um etwa + 2% 
falsche Werte liefert, die gleichfalls in den Fällen 3 
und 4 und nur bei großen Teilflankenwinkelfehlern 
auftreten. 

Die frühere Rechnung (p,) hatte dagegen, wie 
aus der letzten Zeile der Tabelle2 hervorgeht zu gänz- 
lich falschen Werten für den Ausgleich der Teilflanken- 
winkelfehler geführt. 


IV. Unsymmetrisches in symmetrischem Profil 

und umgekehrt. 

In Abschnitt II waren symmetrische Innengewinde 
mit unsymmetrischen Außengewinden gepaart, in 
Abschnitt III dagegen zwei unsymmetrische Gewinde 
betrachtet. Besitzt nun hierbei das Außengewinde 
(zufällig) derartige Teilflankenwinkelfehler, daß sein 
Profil symmetrisch wird, so müßten sich für f, die- 
selben Beziehungen ergeben wie in Abschnitt II. 
Möglich ist ein derartiges Außengewinde nur für die 
Fällel, 3 und 4, da «, kleiner als «, angenommen 
ist. Sie würden den Fällen 2, 4 und 3 des AbschnittsII 
entsprechen. 

In den diesbezüglichen Formeln des Abschnitts III 
ist bei einem symmetrischen Außengewinde zu setzen: 


A tr 
Ferner sei hier die Tragtiefe des Innengewindes mit 
T, bezeichnet. 
1. Falll: Es wird 
= 08 %n=4a+6,. 
Damit geht die in Abschnitt IITA 1 abgeleitete Formel 
über in: 


1 
DD 


sin ö, sin d, 
T' cos(4a — 6,)cosi« c08 (4 + Ö,) cost « 
tg} a +tgya 
sin d, 
sat) 


= 


2. And a 
een 
2tg 40 


’ 
T, 
cos} & 


Die Profildreiecke des unsymmetrischen. Innen- 
gewindes in Abschnitt III und des symmetrischen in 
Abschnitt II seien nun um die gleichen Anteile der 
Dreieckshöhen t abgeflacht, so daß man setzen kann: 


T=cT, =, 
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worin c das Verhältnis der Tragtiefe zu den Höhen 
bzw. it des betreffenden Profildreiecks bedeutet. Au 
den Abb. 1 und 4 ergibt sich: 


h h 
tu rtgn. tele s)Htglta+ö,)’ 
h 
Ver 
2tg4« 
2tg1 
m 3% . pen 
® tea — d)+telda-+ 6)? 
Damit wird 
sin öj sin ö, 

br cos(}a— di) c08 (4 +.6,) 


fa= cos4a tg (3a —6,)+tg(4a+ 6,) 


Das ist aber die Gleichung, die in Abschnitt IIA 
für unsymmetrisches Außen- in symmetrischen 
Innengewinde im Fall 2 gefunden war (wie am bester 
aus der dortigen Ableitung für Fall1 ersichtlich). 


2. Fall3 und 4: Es wird 
en a n=ir Fo: 


Damit gehen die Formeln von Abschnitt IIIB1 unc 
IIIB2 über in: 


sin ö, sind, 
pe Ty eos (4a F 6) " cos(4aF6,) 
% : cosd« 2tg4a 
sin dj sin ög 
0b cola 6, cos (4x 6,) 
 cos}a tE(lFaFä)+tg(iaF 6,) 


Auch hier ergeben sich, den einleitenden Ausfüh- 
rungen dieses Abschnitts entsprechend, dieselben 
Formeln, wie sie in Abschnitt IIB2 und IIB1 für 
Fall 4 und 3 bei symmetrischem Innengewinde abge- 
leitet waren. 


Y. Vergleich des Sägengewindes (&, = 3°, &, = 30°) 

mit einem Gewinde mit symmetrischem Profil vom 

gleichen Gesamtflankenwinkel («= 33°) und derselben 
Tragtiefe (t; = 0,75 h). 

Für diesen Vergleich genügt es, die ersten Nähe- 
rungen von f,„ zu betrachten, die ja — von seltenen 
Ausnahmefällen abgesehen — den Ausgleich der 
Teilflankenwinkelfehler mit einer größten Ungenau- 
igkeit von nicht mehr als + 10% ergeben; diese 
Fehler werden noch dadurch gemildert, daß die Ab- 
weichungen beim unsymmetrischen und beim sym- 
metrischen Profil angenähert die gleichen sind, vor 
allem dasselbe Vorzeichen haben. 


Für das Sägengewinde gilt: 
fa = h (0,347 5 6, + 0,4621 0,), 
für das symmetrische 33°-Gewinde: 
vs = h0,4007 (6, + 63). 


Mit den früher angenommenen Fehlern ergeben sich 
die in Tabelle 3 berechneten Werte. Die Unterschiede 
betragen im ungünstigsten Falle etwa 15%, die aber 
in die Gewindepassungen nur mit etwa 5% eingehen, 
da sich diese zu je rund einem Drittel aus der eigent- 
lichen Flankendurchmessertoleranz F, sowie den Be- 
trägen F, und F, zum Ausgleich der "Steigungs- und 
der Teilflankenwinkelfehler zusammensetzen. Jene 

5% können nun wieder unbedenklich a 
werden. ur 


j 
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- Die Größen f, und y, zum Ausgleich der Steigungs- 

shler berechnen sich für Sägen- und symmetrisches 
3°-Gewinde aus [2]: 

= nn 2an 

r tga, + tg 

wm=öhctgta = 3,3766h, 


-—=3,176öh, 


vorin öh den Steigungsfehler bedeutet (die größte 
inseitige Amplitude der Summenfehlerkurve, er- 
treckt über die Einschraublänge Z). Der Unterschied 
wischen den beiden Werten beträgt etwa 6%, der 
ber nur rund2% in den Gewindepassungen ausmacht. 
n ihrer endgültigen Form sind sie übrigens mit dem 
ür das Sägengewinde geltenden Wert von f berech- 
jet, nämlich zu [3]: 


0,6 
at 
yn 


Die Größe F, ist für das Sägengewinde gegeben 
lurch:: 


Rohren 


m Wauttee 


Pr 


wobei L,, L, und Z die Flankenlängen bedeuten; sie 
berechnen sich aus: 


7 


#080 


> 2 
Mit genügender Annäherung kann man 
COS, I eos ES Veos La» 0,95 


setzen; damit wird 


je 20,73 V £ er fg , COSa, 

ylael COS & cos a) z 
„_ tb47 V% 

Ya ine 


und mit % = 0,75 h: 
F, = 66,6 /h #65 /h, 
Yu — 65,9 /h & 65 Yh. 


COS, COS &, 
m 9,291 75.15 cos 0 sie c0803 
sin «& V L, V I, 


Diese beiden Größen haben also praktisch den glei- 
chen Wert. 


ind für symmetrisches Profil durch: 
. 0,582.75 1; 
ki VEsin « 


Bei der früheren Berechnung mit 9, hatte 


D, = 0,291.751, anze, 
1 1 


Metrische Gewinde 

aA ränsatnlarurc 29,28 h 29,28 h 29,28 h 30,79 h 59,92 h 
örste Näherung . . . . 30,00 h 30,00 h 30,00 Rh 30,00 h 60,00 R 
weite Näherung 29,24 h 29,24 h 29,24 h 30,76 h 60,00 Ah 
Erste Näherung — genau | +2,5 % +25 % +2,55 % — 0 76 +0,13% 
Zweite Näherung — genau | —0,14% | —0,14% | —0,14% | —0,10% | +0,13% 
RER SAN en — 5hR —1,51'h —hbLn 151% +0,00 h 

I-52 % |—52 % | 52 % +4,9 % 

Whitworth-Gewinde 
Bernau NUR IT 25,46 h 25,46 h 25,46 h 27,07h | 52,39 h 
Erste Näherung . . . . 26,23 h 26,23 h 26,23 h 26,23 h 52,47 h 
Zweite Näherung £ 25,43 h 25,43 h 25,43 h 27,03 h 52,47 h 
Erste Näherung — genau | +3,0 % +3,0 % 13,0% |—31 % +0,15% 
Zweite Näherung — genau | — 0,12% —0,12% —0,12% —0,15% +0,15% 
N A rkır: — 1,40 h — 1,40 h — 1,40 h +1,40 h +0,00 

—5,5% |—55 % |55 % | +52 % 

Trapezgewinde 

Bene ochsarkie 2 40,59 h 40,59 h 40,59 h 47,23 h 87,16 h 
Erste Näherung . . . . 43,65 h 43,65 h 43,65 h 43,65 h 87,30 h 
Zweite Näherung 40,35 h 40,35 h 40,35 h 46,95 h 87,30 h 
Erste Näherung — genau |+7,5 % |+7,5% |+7,5 % 17,6 % +0,16% 
Zweite Näherung — genau | —0,59% | —0,59% —0,59% | —0,59% +0,16% 
Bi + EEE —3,81h —3,81h =23,81% +3,81h +0,00 h 

—94% |—94 % | —94 % +81 % 


1 


59,92 h 
60,00 h 
60,00 h 
+0,13% 
+0,13% 
+0,00 Rh 


52,39 h 
52,47 h 
52,47 h 
+0,15% 
+0,15% 
+0,00 h 


87,16 h 
87,30 h 
87,30 h 
+0,16% 
+0,16% 
+0,00 


. Tabelle 2. fx und A = pa -- fa (in u, bei h in mm) für Sägengewinde. 


1 


Tabelle 1. fs und A = ya — fa (in u, bei h in mm) für Gewinde mit symmetrischem Profil. 


55,81 h 
60,00 A 
55,46 h 
+7,5 % 
—0,66% 
+0,00 h 


48,42 h 
52,47 h 
| 48,07 h 

+84 % 
0,72% 
+0,00 h 


75,09 h 
87,30 h 
73,08 h 
+16,3% 
2,8 % 
+0,00 h 


VL,sin 2 =) 


64,95 h 
60,00 h 
64,54 h 
—17,6 % 
—0,63% 
+ 0,00 h 


57,29 h 
52,47 h 
56,87 h 
—84 % 
—0,73% 
+0,00 h 


104,33 h 

87,30 h 
101,52 h 
— 16,3% 
—2,7 % 
+0,00 h 


RT AB N EFE RE 8: s 64,96 h 48,86 h 
Erste Näherung . . . . 52,13 h 69,31 h 52,13 h 
Zweite Näherung k 48,62 h 64,65h 48,62 h 
Erste Näherung — genau +6,7 %| +6,1-% | —+6,7-%!| 
Zweite Näherung — genau | —0,53% —0,48% —0,53% 
Bi 1, ae -+261,06h | — 31,524 + 261,06 h 


74,33 h 122,42 h 
69,31 h 121,44 h 

| ..73,97 h 122,60h | 
—68 % | —0,80% 
—0,48% +0,15% 
| —31,52h |-+ 229,55 h 


120,06 h 
121,44 h 
120,28 h 
+.0,80% 
+.0,18% 
+ 229,55 h 


| 


| 
105,96 
121,44h 
103,64 h 
+14,6 % | 
—22 %| 
+229,55h | 


142,37 h 
121,44 h 
139,29 h 
—141.% 
—2,2 % 
+ 229,55 h 


| 
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Tabelle 3. fa und ya (in u, bei h in mm) für Sägen- und 
symmetrisches 33°-Gewinde. 


Fehler Sägengewinde| 33°-Gewinde | Unterschied 


52,13 h 
69,31 h 
121,44 h 


60,11% 
60,11 A 
120,22 h 


— 15,3% 
+13,3% 
+ 1,0% 


6, =180, 6, = 0 
„= 150 


angesetzt werden müssen. Da diese Toleranzen aber 
zu groß erschienen, waren damals die Fehler ö, des 
Teilflankenwinkels «, so beschränkt, daß sich auch 
D,„=65 Vr, also derselbe Betrag wie jetzt für F,, 
ergab. 

Somit werden die Gewindepassungen durch die 
berichtigte Berechnung von f, — sowohl bei symme- 
trischem wie bei unsymmetrischen Profil — nicht 
beeinflußt und können ungeändert bestehen bleiben. 


Zusammenfassung. 

Es werden die Verringerungen des Flankendurch- 
ınessers von Außengewinden mit symmetrischem und 
mit unsymmetrischem Profil berechnet, die zum Aus- 
gleich seiner Teilflankenwinkelfehler nötig sind, da- 


mit der fehlerhafte Bolzen mit der als richtig ange 
nommenen Mutter gepaart werden kann, und di 
Ergebnisse mit den in einer früheren Arbeit erhalte 
nen verglichen, bei der irrtümlich nicht auf den defi 
nitionsgemäßen Flankendurchmesser zurückgegriffe 
war. Es zeigt sich, daß trotzdem bei symmetrischen 
Profil die Ergebnisse in erster Näherung unveränder 
gebliebensind, daß dagegen beiunsymmetrischem Pro 
filihr Unterschied von der ersten Ordnung ist. Für da 
genormte Sägengewinde ist der Ausgleich praktiscl 
derselbe wie bei einem entsprechenden symmetrische: 
Profil mit demselben Gesamtflankenwinkel (33°) 
Bei der Aufstellung der Gewindetoleranzen war durel 
damalige geeignete Wahl der zulässigen Winkelfehle 
zufällig derselbe Ausgleich angesetzt, wie er sich jetz 
richtig ergeben hat, so daß die Toleranzen auch fü 
Gewinde mit unsymmetrischem Profil ungeänder 
bleiben. 


Literatur. [1] BERNDT: Z. Instrumentenkde. 62,220 (1942) 
weiterhin als J/ angegeben. [2] BERNDT: Werkstattstechni 
30, 511 (1936); 35, 261 (1941). [3] Hürrte: Taschenbuc: 
für Betriebsingenieure, 4. Aufl. im Druck; für die Ableitun 
s. BERNDT: Werkstattstechnik 80, 511 (1936). 


Über die Fortleitung von Ultraschallwellen in festen Stäben *. 


Von THEoDor HÜTER, Erlangen. 


(Aus dem elektromedizinischen Laboratorium der Siemens-Reiniger-Werke.) 
Mit 28 Textabbildungen. 
(Eingegangen am 13. Juli 1948.) 


I. Einleitung. 
a) Ziel der Arbeit. 


Das Ziel dieser Arbeit ist die Untersuchung der 
Möglichkeiten, Ultraschallenergie über feste Stäbe 
fortzuleiten. Die praktische Bedeutung des Problems 
liegt in der Zuführung von Ultraschallenergie zu 
schwer zugänglichen Stellen, wobei unter anderem an 
Anwendungen in der Medizin gedacht ist, z.B. an 
Ultraschallbehandlung in Körperhöhlen. 

Die für die Untersuchung gewählten Stababmes- 
sungen und Frequenzen entsprechen den speziellen 
Forderungen der Ultraschalltherapie, d.h. Frequenzen 
zwischen 300 und 1000 kHz und Stababmessungen 
von 0,8—2 cm Durchmesser und 10—20 cm Länge. 
Hier haben die Gesetze der Schallausbreitung im freien 
Raum noch keine Gültigkeit, während der in der Aku- 
stik geläufige Sonderfall des sehr dünnen Stabes, 
dessen Durchmesser viel kleiner als die Wellenlänge 
ist, nicht mehr vorliegt. Das hier gestellte Problem 
führt also in den interessanten Zwischenbereich, in 
dem die Wellenlängen von der Größenordnung des 
Stabdurchmessers werden. In diesem Zwischengebiet 
sind Dispersionserscheinungen zu erwarten [1], deren 
Ausmaß jedoch bisher nur unvollständig erkannt 
worden ist. 

In der vorliegenden Arbeit wird einmal die Ab- 
hängigkeit der Schallausbreitung von der Frequenz 
im Dispersionsbereich der Schallgeschwindigkeit für 
feste zylindrische Stäbe untersucht, wobei bisher noch 
nicht beobachtete Wellentypen gefunden werden. 
Weiterhin wird die Möglichkeit direkter Übertragung 


* Diss. der Techn. Hochsch. München (D 91) in gekürzter 
Fassung. 


von Ultraschalleistung über Stäbe (Anpassung, Wir 
kungsgrad, Abstrahlung) untersucht unter Benutzun; 
der akustischen Analogie zur LECHER-Leitung. 

Hierbei ist der Schallwellenwiderstand! Z de 
Leitung für alle Anpassungs- und Abstimmfrageı 
maßgebend. Fehlanpassung wird die Energieüber 
tragung beeinträchtigen, indem 

l. bei zu hohen Werten der Schallgeschwindig 
keitv, und damit von Z, der Sendequarz im Leer 
lauf arbeitet, 

2. bei komplexem Z akustische Blindleistung auf 
gewendet werden muß. 

Von Bedeutung ist weiterhin die Dämpfung, dis 
im wesentlichen auf drei verschiedene Faktoreı 
zurückgeführt werden kann, nämlich 

1. Dämpfung infolge Energieabstrahlung von de 
Mantelfläche des Zylinders, 

2. Einfluß der inneren Reibung, 

'3. Einfluß der Wärmeleitung. 

Die beiden letzteren werden im Abschnitt IV be 
sprochen, da ihr Einfluß auf die Dispersionserschei 
nungen vernachlässigt werden kann [2]. Die Strah 
lungsdämpfung verschwindet praktisch, wenn die Um 
gebung des Stabes Luft ist, wobei beachtet werder 
muß, daß sie bereits bei Vorhandensein eines dünner 
Ölfilms stark ansteigt. 

Der entscheidende physikalische Faktor des vor 
liegenden Problems ist die Po1ssonsche Querkon 
traktion, die sich in einer Kopplung der am Stab. 
ende angeregten axialen Verschiebungen mit Radial 
schwingungen auswirkt. Die hier beschriebenen 


1 Für ebene Wellen ist der Schallwellenwiderstanc 
Z=o:.v, o= Dichte, v = Schallgeschwindigkeit. 
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irscheinungen unterscheiden sich von der bei Ultra- 
challwellen inGasen auftretenden Dispersion dadurch, 
aß dort wie in der Optik die Elementarteilchen in 
nneren Schwingungsparametern angeregt werden, 
vährend hier ein makrophysikalischer Effekt des 
lesamtsystems vorliegt. 


b) Übersicht über die bestehenden Theorien. 


Im folgenden sollen die bisher bekannten Er- 
‚cheinungen umrissen werden. 

- Im Ultraschallgebiet können grundsätzlich 4 Wel- 
enarten (Abb. 1) auftreten, die sich durch die ihnen 
igentümlichen elastischen Zustände sowie durch ver- 
‚chiedene Ausbreitungsgeschwindigkeiten unterschei- 
len. Im unbegrenzten festen Medium gibt es nur 
ongitudinale Druckwellen und transversale Schub- 
wellen, während bei Vorhandensein von Grenzflächen 
parallel zur Ausbreitungsrichtung Dehnungswellen 
ind Biegewellen hinzukommen. Bei den folgenden 
Untersuchungen an Stäben entfallen letztere aus 
Symmetriegiünden. Bei niederen Frequenzen hat 
man es hier zunächst nur mit Dehnungswellen zu 
tun, solange die Wellenlänge größer als der Stab- 
durchmesser ist (A> 2a). Die Eigenfrequenzen eines 


Stabes der Länge I sind somit = 57 ’n» wobei 


vp —=E/e und k die Ordnungszahl ist. Sinkt die 
Wellenlänge auf die Größe der Querab- 

messung des Stabes ab, so setzen über die 

Querkontraktion o Scherungswirkungen , 
ein. In diesem Frequenzbereich führten 
bereits die ersten Messungen von BOYLE 
und SPROULE [1] zu Widersprüchen sowohl 
mit Rayreıchs [3] Korrektionsformel als 
auch mit einer von RuEpy [4] durchge- 
führten Analyse der PocHHAMMERschen 
Theorie [5]. FreLo [6] postulierte auf Grund 
des damals [1] zugänglichen experimen- 
tellen Materials eine Diskontinuität im Ge- 
schwindigkeits-Frequenzdiagramm im Be- 
reich der Querresonanz (a/A = 0,25) analog 
zu dem von ihm bei Flüssigkeiten in 
dünnen Röhren gefundenen steilen Abfall. 
Weiter forderte er für hohe Frequenzen 
den konstanten ‚Wert der Ultraschallge- 
schwindigkeit im unbegrenzten Medium. 
Obwohl er als erster (a.a.0. S. 622, Abb. 1) 7 
den untersten Ast aus der POCHHAMMER- 
schen Frequenzengleichung richtig berech- 
nete und somit eine von ÜZERLINSKY [7] 
später ! gebrachte Rechnung vorwegnahm, 
folgerte FıeLp die Ungültigkeit der POCHHAMMER- 
schen Theorie und revidierte diesen Standpunkt [3] 
auch nicht nach Bekanntwerden der Ergebnisse von 
Rönrıch [9] und Schöneck [10]. Nachdem diese 
von Suear und Focke [11] bestätigt wurden, hat 
Banckorr [12] die PocHHAmMERsche Theorie wieder 
aufgegriffen und ihre Gültigkeit zumindest für das 
Verhalten der Dehnungswellen bestätigt, zumal da 
für die Frequenzen oberhalb der Querresonanz kein 
eindeutiges experimentelles Material vorlag. Er wies 
jedoch daraufhin, daß sich mathematisch noch wei- 
tere Lösungen aus der Frequenzgleichung gewinnen 
lassen müssen, ohne diese jedoch zu diskutieren. 


1 Siehe Referat von E. HıIEDEMANN, Fiat-Review Bd. 8, 
Teil I, S. 156. 
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In diesem Bereich hatten zwar GIEBE und BLEcH- 
SCHMIDT [13] Messungen durchgeführt, ohne diese 
mit ihrer nur für Rohrzylinder gültigen? Kopplungs- 
theorie deuten zu können. 

Bei den bisherigen Messungen [9], [10], [11] wur- 
den die Wellenlängen mittels Staubfiguren bestimmt 
und die Dispersionskurve der Abb. 2 gefunden. Bei 


Unbegrenztes Medium 


Begrenztes Medium 


Abb. 1a—d. Mögliche Wellenarten im festen Körper. a Longitudinal- 
. wellen; b Transversalwellen; e Biegewellen; d Dehnungswellen. 


dieser Meßmethode tragen besonders die radialen 
Komponenten am Stabmantelzur Erregung der Staub- 
figuren bei. Im Bereich der Querresonanz und bei 
höheren Frequenzen (d.h. sehr kleinen Wellenlängen) 
wird die Grenze dieser Meßmethode erreicht. Sie 
läßt außerdem die Möglichkeit des Auftretens ver- 
schiedener Ausbreitungsgeschwindigkeiten im Inneren 


ru 
300 400 500 


frequenz in kHz 


700 200 800 900 


Abb. 2. Dispersionsverlauf nach RÖHRICH [5]. O Stahlstab 2= 23,5cm 2 =5 mm; 
x Stahlstab 1= 45cm: & = 12mm; a, «’ Dehnungswelle; 


b,b’ Biegungswelle; c, ce’ RAYLEIGH-Korrektur. 


und an der Oberfläche des Stabes unberücksichtigt, 
so daß in erster Linie nur Schlüsse auf die Wellen mit 
vorwiegend radialen Komponenten gezogen werden 
können. An der Staboberfläche, wo gemessen wird, 
erfolgt bei abnehmender Wellenlänge eine Entartung 
der Dehnungswellen zu Transversalwellen mit der 
:Geschwindigkeit 


s DE m 1 a rt 
Ur, =Vvp 2(1+o) 0) : 


2 Der Gültigkeitsbereich der Kopplungstheorie wurde von 
Kvar [14] und Tosexer [15] abgegrenzt. 

+ Nach Bancro"T ist der Grenzwert des Geschwindig- 
keitsabfalls die Geschwindigkeit RayteisnHscher Oberflächen- 
wellen, die etwas unter vz, liegt. 


Hierin kann sich aber nur ein Teil einer umfassen- 
deren Erscheinung ausdrücken, denn letzten Endes 
muß auch in Medien, die Grenzflächen quer zur Fort- 
pflanzungsrichtung besitzen, bei Wellenlängen, die 
sehr klein gegenüber der Querausdehnung sind, die 
Geschwindigkeit longitudinaler Wellen 


l-o h 
2% a + 0)(1 20) 
erscheinen. Diese hohe Schallgeschwindigkeit wurde 
bei optischen Messungen an Glaswürfeln [16] unter 
Verwendung sehr hoher Ultra- 
schallfreguenzen gemessen 
und ist auch für die Dicken- 
resonanz von Platten maß- 
gebend, d.h. überall wo gilt 
<a. Es ist in irgendeiner 
Form ein Übergäng von der 
0 am Stabe gemessenen Ge- 
schwindigkeit vn zur Ultra- 
schallgeschwindigkeit v, zu 
erwarten. Hierauf wies auch 
HIEDEMANN [17] hin, der gleichzeitig die Forderung 
nach weiteren experimentellen Untersuchungen ober- 
halb der Querresonanz erhob, wie sie in der vorliegen- 
den Arbeit durchgeführt werden. 


Abb. 3. Verlauf der radialen 
Resonanz. 


II. Berechnung der Phasengeschwindigkeit in Stäben. 


a) Die Dispersion als Resonanzphänomen. 


Die oben besprochenen Meßergebnisse und Theo- 
rien lassen einerseits den Übergang von der Ge- 
schwindigkeit der Deh- 
nungswellen vn zu der 
der Scherungs- (Trans- 
versal-) Wellen v7, er- 
kennen, sie fordern an- 
dererseits das Auftreten 
von Sprungstellen der 
Phasengeschwindigkeit 
(Kopplungstheorie).Bei- 
des muß sich als Folge 
der Querresonanz deu- 
ten lassen. Faßt man 
die axiale Schwingung 
als anregendes System, 
die damit gekoppelte 
radiale Schwingung als 
erregtes System auf, so 
wird die gegenseitige Phasenverschiebung im Reso- 
nanzpunkt von sehr kleinen Werten auf nahezu 180° 
springen. Die Abb. 3 erläutert dieses Verhalten: Die 
ausgezogene Kurve gibt die Amplitude des erregten 
Quersystems, die gestrichelte Kurve die Phasenlage 
zwischen beiden Systemen. Nimmt bei wachsender 
Frequenz die erregte radiale Amplitude etwa von a 
nach 5 zu, so bedeutet dies ein viel stärkeres radiales 
Ausweichen bei gleicher Erregung, als der normalen. 
Querkontraktion entspricht. Das läßt sich als Ver- 
minderung der wirksamen Elastizität (E’< E) inter- 
pretieren und führt somit zu einer Abnahme der 
Schallgeschwindigkeit (v — 1 E’/o). Infolge des bei 
großen radialen Amplituden einsetzenden Überwiegens 
der Scherungen über die Kompressionen wird die 
Dehnungswelle zur Transversalwelle (v — Vsle, 
8 = Scherungsmodul). 


Abb. 4. 


Stab als Wellenleiter. 
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“von sehr hohen Werten absteigenden Ast der Phasen- 
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Auf Grund des Phasensprungs bei der Querreso 
nanzfrequenz f, jedoch wirkt von da ab die Radial 
schwingung der axialen entgegen, wodurch eine ab 
norme Starre (Punkt c in der Abb. 3) (E’>B 
resultiert, die erst mit fallender Amplitude der Quer. 
resonanz allmählich abnimmt. Dies entspricht eine 


geschwindigkeit, für den die Eigenwerte der Längs- 
resonanz des Stabes einer zweiten Serie angehören. 
deren Grundschwingung die Querresonanz ist. 

Es läßt sich zeigen, daß gerade der dem Verständ- 
nis zunächst Schwierigkeiten bereitenden Unend- 
lichkeitsstelle besondere anschauliche Bedeutung zu- 
kommt. Für diese Betrachtung wird zweckmäßig 
statt eines kreisförmigen ein rechteckiger Stabquer- 
schnitt benutzt und die eine Rechteckseite als un- 
endlich ausgedehnt angenommen. Hierdurch wird 
der Stab zur Platte. In Querresonanz führt diese 
die bekannte Dickenschwingung (d = A,/2) aus, bei 
der die gesamte Plattenoberfläche längs der Platten- 
höhe (= Stabachse) konphas schwingt, was gleichbe- 
deutend mit einer unendlichen Phasengeschwindigkeit 
in dieser Richtung ist. Faßt man nun den Raum 
zwischen den beiden Begrenzungsflächen der Platte 
als ‚‚Wellenleiter‘‘! auf, so stellt die Querresonanz 
die untere Grenzfrequenz eines durch Reflexion einer 
Welle zwischen den Grenzflächen gedachten Aus- 
breitungsvorganges [18] dar. Die Abb. 4 erläutert, 
wie auf diese Weise der absteigende Geschwindigkeits- 
ast anschaulich zu erklären ist: Die Forderung ge- 
nau entgegengesetzter Schwingungsphase an zwei 
gegenüberliegenden Punkten A und B (Symmetrie) 
schreibt für jede Frequenz einen bestimmten Winkel 
ö = arc cos (n A,/2d) vor, unter dem die ebenen Wellen 
im Wellenleiter hin und her reflektiert werden [19]. 
Die Spurgeschwindigkeit [20] dieser schrägen Wellen 
längs der Grenzflächen (= Ausbreitungsgeschwindig- 
keit längs der Stabachse z) ist somit 


d%g, Ay: Werte im unbegrenzten Medium 


für sehr hohe Frequenzen bzw. Au, <2d wird Ypp>%: 
Eine auf solche Weise entstandene längs der z-Achse 
laufende Welle hat eine bestimmte Querverteilung 
längs der Y-Achse. 

Aus der Wellengleichung ergibt sich für den Druck 
unter Beachtung der Randbedingungen: 

P(y) =4Asin 5 2) ; 

Die Ordnungszahl » drückt das Auftreten von 
Querresonanzen immer höherer Ordnung aus, die 
aber nur durch schief von Wand zu Wand laufende 
Wellen, oder was dasselbe ist, durch radiale Schwin- 
gungskomponenten angeregt werden können. Die 
Messung solcher Querverteilungen wird sich im fol- 
genden als wichtiges Hilfsmittel zur Analyse von 
Stabschwingungen erweisen. 


1 Bei elektrischen Wellen meist als Hohlleiter bezeichnet. 
Für diese vereinfachende Betrachtung muß allerdings das 
Plattenmedium als schubspannungsfrei angesehen werden. 

t Für kreisförmigen Querschnitt des Wellenleiters ergibt 
sich eine analoge Beziehung, die im Teil IIc noch diskutiert 
werden wird. 


Wenn die Anregung eines Stabes durch einen 
dequarz nur über eine zentrale Zone seiner Stirn- 
he erfolgt, in der Weise, daß die Bedingung 2a > 
> (Abb.5b) gilt, dann kommt es zu einer Bünde- 
ıg, also zu einer „Strahlbildung‘ im Stabe. Die 
rschiebungspfeile in Abb. 5 sollen andeuten, daß bei 
regung des Gesamtquerschnitts (D—= 2a) durch 
tliches Ausweichen radiale Schwingungen s, un- 
ttelbar angeregt werden, während bei 2a>D>4 
‚ zentral erregten Deformationen am Stabmantel 
reits abgeklungen sind. Denn eine strahlende Flä- 
3», deren Durchmesser mehrere Wellenlängen be- 
‚gt, wirkt stark bündelnd, am Rande werden Quer- 
\wingungen nur schwach angeregt und breiten sich 
reine Oberflächenwellen aus. Diese Verhältnisse 
ten immer, wenn die Geschwindigkeit v, im Inne- 
ı begrenzter Körper gemessen wird. Im speziell hier 
eressierenden Fall der Übertragung von US-Fre- 
enzen von 0,3—1 MHz über Stäbe von I—-2cm 2 
pn sich der Mittelstrahl jedoch nicht vom Stab- 
intel ablösen und die Verhältnisse sind wesentlich 
mplizierter als bei zonal beschränkter Anregung. 
treten jetzt gemischte Wellentypen mit longitu- 
ıalen Druck- und transversalen Schubkomponenten 
f, wobei die Kompressionen längs der Stabachss, 
; Scherungen längs des Stabmantels vorherrschen. 
ide Komponenten stehen in Wechselwirkung, so 
ß die zweite auch auftreten wird, wenn ursprüng- 
h bei der Anregung des Stabes nur die erste vor- 
nden wart. 

Von einer strengen Theorie muß erwartet werden, 
ß sie für dieses Gebiet, abgesehen von durch Mate- 
lfehler hervorgerufenen Effekten, das Nebenein- 
der solcher gemischten Wellentypen liefert. 


b) Ableitung der Frequenzengleichung. 

Im folgenden wird gezeigt, daß der Ansatz auf 
und der elastischen Grundgleichungen, der zu der 
n PoCHHAMMER [5] zuerst angegebenen Frequenzen- 
ichung führt, bei entsprechenden Annahmen über 
n bisher [7], [12] diskutierten Spezialfall hinaus 
sentlich mehr liefert. 

Aus der elastischen Grundgleichung 


= (n + 2%) grad divs + u4s (1) 


geben sich nach Umformung auf Zylinderkoordi- 
ten für die radiale und axiale Komponente v und w 
s Verschiebungsvektors 8: 


hA ia B £ 
— er) + A lkr)\espitot —a2), (2) 
ja A ih j 
= ee hlhr) + 2 a htkr)|expitwt —a2). (3) 
jerin sind: 
er er 
\ \r3 “ u 
E * Eo [D) 2n 
2(1-+0) (1+0)(1— 20) 7 


o—=2rf die Kreisfrequenz 
J, Jh: BEsseLsche Funktionen, 
A, B: Anregungskonstanten. 


1 Diese Vorstellung wird bestätigt durch Versuche mit 
rzen Ultraschallimpulsen (5 usee) in Glas- und Stahlstäben, 
ren Laufzeiten und Verformung Rückschlüsse auf die Aus- 
eitung der Ultraschallwellen erlauben [21]. Hier ergaben 


’ 


'h noch bei Stabdurchmessern von do 30 4 (Frequenz 
Z.f. angew. Physik. Bd. 1. 
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Die Torsionskomponente v verschwindet infolge 
der geforderten Symmetrie zur z-Achse. 

Diese beiden Gleichungen enthalten bereits eine 
wichtige Aussage: Bei einem bestimmten Tripel von 
&, h, k breiten sich sowohl w als auch als Plan- 
wellen gleicher Geschwindigkeit längs der Zylinder- 
achse aus. Daraus folgt die Verkoppelung von axia- 
len und radialen Verschiebungen und das Auftreten 
gemischter Wellen mit Druck- und Schubkomponen- 
ten; deren amplitudenmäßige Querverteilung durch 
die Klammerausdrücke gegeben ist. Lediglich für 
h=0 verschwinden die Schubkomponenten, wobei 
auch die Geschwindigkeit gleich der reiner axialer 
Druckwellen wird. Das Auftreten radialer Schübe im 
allgemeinen Fall verträgt sich nicht mit einer kolben- 
förmigen Anregung des Stabes an seiner Stirnfläche, 


Abb.5au,b. Strahlbildung im Stabe. D Quarzdurchmesser; « radiale 
Verschiebungskomponente; w axiale Verschiebungskomponente. 


wie sie bei Aufkittung eines Quarzes nahezu erfolgt?. 
Wird eine solche Anregung vorgeschrieben, so werden 
die elastischen Gleichungen bezüglich ihrer Rand- 
bedingungen überbestimmt. Die freien Stabschwin- 
gungen werden hierbei in ihren Schubwirkungen an 
der Anregungsfläche gehindert, was sich experimen- 
tell in einer verminderten Energieübertragung des 
Stabes auswirkt. 

Die Randbedingungen verlangen, daß am Zylin- 
dermantel (r =a) die Spannungskomponenten Kr 
und P,, verschwinden. 

Nach Love [22] läßt sich hieraus folgende Fre- 
quenzgleichung gewinnen: 

|“ 


h2 I/ (ha) (a2 — R2) I (ka) + — («2 + A?) x 
x (0? —k2)J,(ha)J, (ka) —=2a?khJ(ha)J (ka). 

Diese Frequenzgleichung enthält den als Disper- 
sion in Erscheinung tretenden Zusammenhang zwi- 
schen Phasengeschwindigkeit und Frequenz. In ihr 
bedeuten: 


©? 0 w* 0 
ran DE ee Er 
?—KR—2xu Ani a? + h FF F2n’ 
En 
EEE 


= 25 MHz) neben den longitudinalen Echos solche der 
Transversalwellen. Die Intensität der letzteren hängt stark 
von der Oberflächenbeschaffenheit der Stäbe ab, und läßt sich 
dureh Aufrauhen der Oberfläche und gleichzeitiges Anbringen 
einer‘Absorptionsschicht (viskose Flüssigkeit mit Glas- bzw. 
Metallpulver vermengt) stark: herabsetzen. 

+ In Wirklichkeit erfolgen Quarzschwingungen nicht kol- 
benförmig, sondern besitzen eine von der Berandung stark 
abhängige Amplitudenverteilung in ihrer abstrahlenden Fläche 
auf Grund der Anisotropie des Elastizitätsmoduls in Quarz. 
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c) Diskussion der Frequenzgleichung. 


Für imaginäres A ergibt sich die bereits von an- 
derer Seite [7], [12] eingehend diskutierte Entartung 
der Dehnungswelle in eine transversale Oberflächen- 
welle. 

Im folgenden sollen jetzt alle weiteren Lösungen 
diskutiert werden, die sich über das Bisherige hinaus 
gewinnen lassen!. Statt einer mühseligen numeri- 
schen Auswertung der Gl. (4) werden leicht zu er- 
mittelnde charakteristische Punkte angegeben, die 
den Kurvenverlauf festlegen. Weiter wird eine gra- 
phische Lösungsmethode der Frequenzengleichung 
mitgeteilt, mit der für einen Aluminiumstab des 
Radius a =0,75cm das vollständige Dispersions- 
diagramm bestimmt wurde. Alle Zahlenangaben be- 
ziehen sich also auf diesen Aluminiumstab. 

Diskutiert man (4) auch für A =0, so ergeben 
sich zunächst folgende charakteristische Punkte: 


1. Für A=0 reduziert sich (4) zu J,(ka) = 0. 
Daraus folst 


2 KEREOTTT 
de wer und ® =)? — ; 
der Wert im unbegrenzten Medium. 
Hierbei ist k = A . J, konvergiert für 


sehr großes Argument nach Null, so daß (4) füro — 
oder a— © erfüllt wird, was physikalisch unmittel- 
bar einleuchtet. Weiter ergeben sich für die Null- 
stellen von J, diskrete Punkte c, in denen die ver- 
schiedenen Äste der Dispersionskurve die Gerade 
v=v, schneiden (z. B. bei 520 kHz, 750 kHz, 
980 kHz usw.). 


2 

a re 
2. Für« = 0 wird h FF 3n 
die Geschwindigkeit wird v—= o. 


und 


a 
u 


Dies ist offenbar der Fall bei reinen Radialschwin- 
gungen (Querresonanz) und (4) liefert hier die Glei- 


chung: 
J(y) + mit 


Jı(y) = 0 y=ha. 


1— EE 
Diese Beziehung wurde zuerst von AIREY ange- 

geben und bestimmt die Eigenfrequenzen eines radial 

schwingenden Zylinders: 

I 


2, „für ol) 34:9 217, 9 DA, 


2ra 
Es treten mehrere Unendlichkeitsstellen auf, die 
höheren Ordnungen der Radialschwingungen im Stabe 
entsprechen, analog den Dickenresonanzen einer 
Platte. Experimentell wurden diese Schwingungen 
an Glaszylindern von BERGMANN? mit einer span- 
nungsoptischen Methode nachgewiesen. 


3. Für «= k wird (4) durch J,(ka) =0 erfüllt. 
Daraus folgt: 


ER an. mit = ka 


! Für freie Plattenschwingungen kam Görtz [19] zu ähn- 
lichen Ergebnissen in Übereinstimmung mit Messungen der 
Durchlässigkeit von Platten bei schiefwinkeligem Einfall 
der Ultraschallwellen, welche SANDERS [23] ausgeführt hat. 

®2 Vortrag Physikertagung 1948 in Stuttgart. Die Viel- 
zahl der von BERGMANN zusätzlich mit dieser Methode an 
Glaszylindern festgestellten Schwingungen dürfte zum Teil 
den hier behandelten Wellentypen entsprechen. 
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Hieraus ergeben sich weitere a 
Punkte e„ der Frequenz ®, = = gi X und der Ge 
schwindigkeit v, = vn, V2. 


4. Für das weitere wird (4) zweckmäßig umge 
schrieben: 


\ (ha) ‚02-0  J.(ha)a? 
han Haze 2 0, Boa 
Ar 
ka)? hi 
Pe) | ai ( a) J’(ka) ( 
1 


Diese Gleichung enthält alle (ha) auf der linker 
alle (ka) auf der rechten Seite und gestattet ein 
graphische Auswertung. Man erhält aus ihr sofoı 
weitere charakteristische Punkte d, für J,(ha) = ( 
wobei die linke Seite gleich —1 wird, was zu folgende 
Gleichung führt: 


o* ol _gn 7) 
el ) 5,8 P7(#) 
u 2*r + 2u j (€ 
mit RT o-o()*+ u) 5,8 


Gl. (6) wird für bestimmte Frequenzen o, erfüll 
für die yr 
1 @q 


ne a2 
Vı-ss— = 
a’ ©] 


Die Punkte c,, d, und e, liegen auf einer Kurve usw 
Eine durch die Punkte d, gemäß Gl.(7) gelegte Kurv 
würde den Geschwindigkeitsverlauf in einem quer 
kontraktionsfreien Medium von der Kompressibilitä 
(A* + 2u)"! darstellen und verläuft genau wie di 
Phasengeschwindiskeit im elektrischen Wellenleite 


(s:Teil Ib, 3). 


Va =Vr 


d) Graphische Lösungsmethode. 


Bei der graphischen Auswertung der Gl. (5) liefeı 
von allen zusammengehörigen Paaren ha und %k 
dasjenige den richtigen Geschwindigkeitswert, fü 
das die Beziehung 
IF + u | 
2 Plz 2 
(ka) (ha) 9",,0q u(A* +2u) ( 
gemäß %.— x, erfüllt ist. 

Für den Fall des betrachteten Aluminiumstabe 
gelten dann folgende Werte: 


a=0,75cm, A* + 2u= 1,03 - 101? dyn/cm?, 
e=2,7g/cm?, )* + u = 0,78 101? dyn/em?, 

E = 0,67 - 10!? dyn/cm?, vr = 3090 - 10° cm/sec, 
Gd4, vrL = 6200 - 10° cm/sec, 

)* = 0,53 - 101? dyn/cm?, (ka)? — (ha)? = 3,3 a? f?- 10-1 
u = 0,25 - 101? dyn/cm?, 

o=2nf, 


Die Auswertungsmethode sei für die 2 Frequenze: 
500 und 700 kHz veranschaulicht. Abb. 6 gibt di 
Darstellung der Gl. (5) getrennt nach ka und ha 
Paare von ha und ka gleicher Ordinate bei gleiche 
Frequenz erfüllen (5). Da gleichzeitig (8) erfüllt sei 
muß, sind in Abb. 7 die (ka) als Funktion der (hc 
aus Abb. 6 sowie die Hyperbeln (8) aufgetrager 


_ I. Band 
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Die Schnittpunkte geben für die betreffenden Fre- 
quenzen die gemeinsamen Lösungen (ka) bzw. (ha) 
von (5) und (8), aus denen die gesuchten & = w/v 
srmittelt werden können. Weiter müssen noch Lö- 
sungen für imaginäres h gesucht werden. Hierfür wird 
wie oben verfahren, wobei die linke Seite von Gl. (5) 
nicht mehr oszillierend verläuft und Schnittpunkte 
von (ka) = f(jha) mit den Kreisbögen 


IK + u 
2 ER 2 
(ka)? + (ha) —=w*?oa nr + 2) 
ermittelt werden müssen. 


Werf der rechten bzw Iinken 
Seite der 6U (5) 


Abb.?. 
Abb. 6 u. 7. Graphische Behandlung der Frequenzengleichung. 


Die so ermittelten Geschwindigkeitskurven $;1, 
S,, und 8,9, 85, gibt Abb. 8 wieder!. Das gleichzeitige 
Nebeneinander mehrerer Wellentypen schränkt, wie 
im Teil III gezeigt wird, die Auswertbarkeit der 
Meßergebnisse ein. So kann von zwei oder drei mög- 
lichen v-Werten bei einer bestimmten Frequenz der 
eine gerade am Rand der andere dagegen in der Stab- 
achse optimal anregbar sein. Eine selektive Anregung 
eines speziellen Wellentyps ist von der Stirnfläche 
eines runden Stabes aus praktisch nicht möglich. 
Eine Platte hingegen [9] läßt sich durch schief an- 
laufende Wellen nach dem Wellenleiterprinzip (s. oben) 
zu bestimmten Wellentypen erregen. 

1 Analog dem bei elektrischen Wellenleitern üblichen 
Verfahren sollen hier die verschiedenen Wellentypen mit 87; 
bezeichnet werden. Der Index i gibt die Zugehörigkeit zur 
i-ten Querresonanz, der Index j = n — (3i — 2) die Zuge- 
hörigkeit zur n-ten Nullstelle der BessEL-Funktion J,(ka) an. 


Eine gleichzeitige Anregung mehrerer Wellen- 
typen verschiedener Phasengeschwindigkeit hat zur 
Folge, daß der Schallwellenwiderstand des Stabes 


bezogen auf die z-Richtung 
De Prz _ E(-jaw-+®:oj(l —20)) 
dwjöt 1+0)-jow 


© — Volumendilatation 


nie reell werden kann (s. unten). 

Bei 715 kHz liegt die 2.Oberwelle der Querreso- 
nanz, womit ein weiteres Kurventripel S,; erscheint, 
dessen Äste den Wert v®=v, wesentlich flacher 
schneiden. Der Übergang zu v, im radial endlich 
begrenzten Medium drückt sich also nicht in einer 
asymptotischen Annäherung an v7 aus, sondern da- 
durch, daß die Tripel höherer Ordnung diesen Wert 


—. Miliz 
10 12 


Aluminiumstob d=15cm.: 
02 04 06 08 


Abb. 8. Dispersionsverlauf in Metallstäben, berechnet für Aluminium 
(o = 0,34, E = 0,67 - 10": dyn/cm?). 


immer flacher schneiden, und daß unter Umständen, 
"Strahlbildung einsetzt. 

Um die Kurvenschar der Abb. 8 für beliebige 
Durchmesser benutzen zu können, wurde als Abszisse 
das Verhältnis d/A aufgetragen, das durch d/l = 
aw-const (const =1/rvp) definiert ist. Die Berechti- 
gung hierfür ergibt sich sofort aus Gl. (4), in der wegen 
der Definition von ka und ka nur aw und vals Variable 
vorkommen. Als Ordinate wurde der Quotient vyn/vp 
gewählt, um den hier speziell für Aluminium berech- 
neten Verlauf allgemein auf andere Metalle übertragen 
zu können. Da für Metalle der Querkontraktions- 
koeffizient meistens o 0,3 ist, lassen sich durch 
Multiplikation der Ordinaten mit vp = VEJe an- 
nähernd die bei anderen Metallen auftretenden Ge- 
schwindigkeiten dem Diagramm entnehmen. 


e) Querverteilungen. 

Bereits oben wurde die Bedeutung der Gl. (2) 
und (3), die die Amplitudenverteilung der Verschie- 
bung in Abhängigkeit vom Radius angeben, unter- 
strichen. Gl. (3) verdient besondere Bedeutung, da 
sie eine neue Meßmöglichkeit nahelegt, die eine expe- 
rimentelle Nachprüfung der Theorie gestattet. Mit 
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Gl. (4) läßt sich (3) umformen in: 


jaA (y72 Jı(kr) Jı(ha) 
(2 re a? — k? J, (ka) 


w 2A 


- Athr)) x | 
xexpj(wt — a2). j 

Die Abb. 9 gibt für die Frequenzen 750 und 
980 kHz die nach (9) berechneten Querverteilungen 
der 3 Wellentypen (S,,, 8]. und S,,) wieder. Die Zahl 
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Abb. 9a u. b. Querverteilung der axialen Verschiebung w. a Frequenz 
750 kHz (A = 0 für $1:); b Frequenz 980 kHz (h = 0 für Ss. 
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der Knotenradien ist bei einer bestimmten Frequenz 
für jeden Kurvenast, ihre Lage für die Geschwindig- 
keit charakteristisch. Für imaginäres h ist z.B. S,, 
durch 2 Knotenkreise, S), durch 3 Knotenkreise ge- 
kennzeichnet. Für die Knotenradien läßt sich schrei- 
ben: 
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Abb.10. Messung der Stabeigenschwingungen. 


Meßsender 


Hieraus läßt sich ebenfalls numerisch der Disper- 
sionsverlauf ermitteln, Gl. (10) stellt somit einen 
Spezialfall der Frequenzengleichung dar, mit dem 
Vorteil, daß in dieser noch eine zweite meßbare Größe 
neben der Frequenz erscheint, nämlich der Knoten- 
radius 7, wodurch v,, eindeutig bestimmt ist. 


III. Geschwindigkeitsmessungen. 


Als Ultraschallerzeuger standen Piezoquarze (X- 
Schnitt) von kreisförmiger Berandung zur Verfügung, 
die als Dickenschwinger mit der Eigenfrequenz von 
500 bzw. 780 kHz wirkten. Infolge der großen 
Leistungsreserve des benutzten Senders war es mög- 
lich, die Quarze auch außerhalb ihrer Eigenresonanz 
und bei starker Bedämpfung zu kräftigen Schwin- 
gungsamplituden zwischen 100 kHz und 1,2 MHz 
anzuregen. 

Als Oszillator wurde die Siemens-Triode GR 505 
mit einer Anodenverlustleistung von 350 W benutzt, 
die in Selbsterregung arbeitete. Die Leistung konnte 
in gewissen Grenzen durch einen Vorwiderstand im 
Heizkreis der Schwingröhre geregelt werden. Die 
HF-Spannung am Quarz ergab sich dabei zu l1—4kV 
und die Ultraschalleistung bei Abstrahlung in Wasser 
im Resonanzfall zu 10—50 W. Durch Zusatzkapa- 
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zitäten konnten die Frequenzbereiche eingestellt, 
werden. Die Feinregelung der Frequenz erfolgte mit 
einem Variometer bzw. Trimmerkondensator. | 


a) Messung von Phasengang und Ordnungszahl. 


Zunächst war beabsichtigt, die Geschwindigkeits- 
messung auf Messung von Oberschwingungen der 
Stäbe unter Abwandlung und Verfeinerung der übli- 
chen Resonanzmessung auf eine Phasenmessung mit 
piezoelektrischen Detektor durchzuführen. Den Meß- 
aufbau hierfür gibt Abb. 10 wieder. Die zu unter- 
suchenden Stäbe waren zwischen 2 Korkleisten (Ver- 
meidung von Einspannungsdämpfung) senkrecht ge- 
halten. Die Anregung erfolgte von unten über eine 
Ölschicht, deren Dicke durch senkrechte Justierung 
der Quarzhalterung eingestellt werden konnte. Die 
beiderseitig metallisierten Quarzplatten wurden unten 
von einer Luftdosenelektrode federnd gehalten, so 
daß für einseitige Abstrahlung nach oben gesorgt 
war. Der Detektorquarz (Eigenfrequenz 2 MHz) von 
0,35cm & lag direkt auf der oberen Stirnfläche des 
Stabes auf. Für den untersuchten Frequenzbereich 
arbeitet der Detektor aperiodisch. Die Empfangs- 
spannung wurde über eine Abschirmdose abgenom- 
men und dem Breitbandverstärker zugeführt. Großer 
Wert wurde auf gute Abschirmung der Speise- und 
Empfangsleitung gelegt, damit die Phasenmessung 
nicht durch direkte HF-Einstrahlung gefälscht werden 
konnte. Die Vergleichsspannung am waagerechten 
Plattenpaar des BrAunschen Rohres lieferte eine 
Kopplungsschleife neben der Quarzhalterung. Die 
Frequenzmessung erfolgte mit einem zweiten BRAUN- 
schen Rohr, an dem die HF eines Meßsenders von 
ROHDE und SCHWARZ mit der HF am Quarz mittels 
Liıssasouscher Figuren verglichen wurde. 

Es war zu erwarten, daß bei zu fester Kopplung 
die Ausbildung reiner Stabeigenschwingungen gestört 
würde. Wird der Quarz auf die Stirnfläche des Stabes 
gekittet bzw. mit einem dünnen Ölfilm haftend an- 
gepreßt, so überlagern sich die Resonanzen des Gesamt- 
systems mit denen der Teilsysteme [24]. Bei Zwi- 
schenschaltung einer Koppelflüssigkeit, etwa Öl, 
Wasser oder Quecksilber, ist zu beachten, daß deren 
o‘v möglichst verschieden von dem des Quarzes 
sein soll, damit die Schicht praktisch entkoppelnd 
wirkt. Quecksilber ist für lose Kopplung ungeeignet, 
Öl ist gut geeignet. 

Weiterhin muß die Dicke der Schicht für jeden 
Frequenzbereich richtig gewählt werden, d.h. 
d”(2n + 1)A/4. Da die Messungen auf eine Be- 
stimmung von Frequenzintervallen zwischen um x 
verschiedenen Phasenwinkeln hinausläuft, fällt eine 
zusätzliche Phasenverschiebung der Schicht heraus, 
insofern im Intervall einer Messung die Schichtdicke 
nicht geändert wird. Das gleiche gilt für den Detek- 
torquarz. 

Die Messung erfolgte nach folgendem Prinzip: 

Amplitudenmäßig (Vertikalanzeige der Wechsel- 
spannungen des Detektorquarzes am BrAuNschen 
Rohr) wurde das Spektrum der Eigenresonanzen des 
Stabes aufgenommen. Gleichzeitig wurde die Phasen- 
lage jeder Resonanzstelle durch Vergleich der am 
Detektor abgenommenen Spannung mit der erregen- 
den Spannung, die an je ein Plattenpaar eines 
BrAaunschen Rohres (Abb. 10) gelegt wurden, beob- 
achtet. Dabei müssen sich zwei aufeinanderfolgende 


- 


1. Band 
Heft 6 — 1949 
Resonanzen desselben Wellentyps um Ap = in der 
Phasenlage unterscheiden (Abb. 11). Diese zusätz- 
iche ‚Kennung‘ erwies sich als notwendig, da 
jberhalb der Querresonanz /, sich die Oberwellen 
verschiedener Wellentypen überlagerten und das 
Amplitudenspektrum infolgedessen vieldeutig wurde. 
Resonanzstellen, die einen falschen Gang der Phase 
zeigten, ließen sich so größtenteils ausscheiden. 

Beim Phasenvergleich am BrAuNschen Rohr ergab 
sich folgendes Bild: Die Stellen, an denen der Phasen- 
interschied der Stabwelle Ap = nz ist, konnten dar- 
aus, daß die Ellipse hier zum schrägen Strich wurde, 
bestimmt werden. Beim Durchdrehen der Frequenz 
ergaben sich zum Teil weitere Stellen zwischen die- 
sen ausgezeichneten Phasenlagen, wo sich die Ellip- 
sen schmal zusammenzogen. Die Phasenbeziehung 
Ap = nn wurde offenbar nacheinander durch ver- 
schiedene Wellentypen erfüllt, wobei aber die Reso- 
nanz desjenigen Typs, bei dem die axialen Verschie- 
bungen w gegenüber den radialen % vorherrschen, 
sich infolge der spezifischen Empfindlichkeit des 
Detektorquarzes in axialer Richtung durch größere 
Intensität heraushob. 

Bei Frequenzen unterhalb /, treten in einem be- 
stimmten Bereich Resonanzen von sehr kleinem 
Frequenzabstand auf (Abb. 12). Statt eines Banden- 
kopfes der BLEcHscHMIDTschen Theorie erfolgt hier 
eine stetige Fortsetzung 
der Serie I mit weiter stei- 
gender Ordnungszah . Die 
Häufungsstelle, z. B. in 230 er 
Abb. 12 bei A bedingt 7 
einen steilen Geschwindig- Bi 
keitsabfall auf den Wert 
der Transversalgeschwin- 
digkeit. Experimentell ist 
dieser Bereich schwierig zu 
behandeln, besonders hin- 
sichtlich der Auszählung 
der Ordnungszahlen. Es 
ist zu vermuten, daß sich 
der Ast S,, hier störend auswirkt, ohne daß dieser 
sich jedoch experimentell exakt verfolgen ließ. 

Durch die Kleinheit der Frequenzintervalle an 
den Häufungsstellen wird die größtmögliche Länge 
der zur Messung benutzten Stäbe begrenzt, da bei 
einer bestimmten Frequenz die Ordnungszahl der 
Stablänge proportional ist und zu hohe Ordnungs- 
zahlen die Fehlermöglichkeit bei der Trennung und 
Zählung der Resonanzen vergrößern. Aus diesem 
Grunde unterliegt die genaue Bestimmung von 
j„(k = 1) einer gewissen Unsicherheit. Längen von 
etwa 20 cm haben sich als brauchbar erwiesen und 
erfüllen noch die Bedingung 1 > 2, die der oben an- 
gegebenen Theorie zugrunde liegt. 

Um bei /, eine Störung durch die hier oberflächen- 
gebundenen Wellen des Typs S, zugunsten einer Mes- 
sung des Astes S,, herabzusetzen, wurde versucht, 
diese selektiv zu dämpfen. Eine ringförmige Schicht 
von etwa 2cm Breite aus hochviskoser, leimartiger 
Masse (Zelluphenkitt) vermengt mit Eisenfeilspänen 
wurde kurz vor dem empfangsseitigen Ende des 
Stabes angebracht und brachte guten Erfolg. Die 
unregelmäßigen Schwankungen der Ellipsenform und 
„größe am Braunschen Rohr beim Durchdrehen der 
Frequenz zwischen 2 Extrema der Phasenlage wurden 
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durch diese Maßnahme erheblich vermindert und erst 
dadurch gelang in diesem Bereich die "Aufnahme 
eines eindeutigen Frequenzspektrums nach Art der 
Abb. 12. 

Bei f, besteht eine zweite Häufungsstelle im Spek- 
trum, an der eine zweite Serie von Oberschwingungen 
(Serie II der Abb. 12) einsetzt. Als typisches Beispiel 
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Abb.11. Gang der Phase bei verschiedenen Staboberschwingungen. 


Oben: Phasenbild am BrAausschen Rohr. Unten: Amplitudenspektrum. 


sei das phasenmäßig aufgenommene Frequenzspek- 
trum eines Aluminiumstabes von 1,5 cm & und 21,6cm 
Länge mitgeteilt. Ordnungszahlen lassen sich für 
diese Serie aber nur bis etwa zum Werte k = 40 an- 
geben. Oberhalb stellen sich die erwähnten Unregel- 
mäßigkeiten hinsichtlich Phase und Amplitude ein. 


Abb. 12. Spektrum der Oberschwingungen. Oben: Aluminiumstab 1,5 cm &, !=21,6 cm. Unten: 
Alaminiumstab 1 cm 8, != 21,6 cm. 


Die Genauigkeit dieser Messungen war praktisch 
die für die Frequenzmessung zur Verfügung stehen- 
den Mittel festgelegt (+5 kHz), d.h. durch die Eich- 
genauigkeit und Ablesemöglichkeit des Meßsenders 
von ROHDE und Schwarz. Die an sich viel größere 
Genauigkeit einer Phasenmethode konnte somit nicht 
ausgenutzt werden. 

Aus Ordnungszahl, Frequenz und Stablänge läßt 
sich die Geschwindigkeit mit der Beziehung v = 2] f/k 
bestimmen. Der Dispersionsverlauf auf Grund der 
beiden Spektren der Abb. 12 ist aus Abb. 16 zu er- 
sehen. Die Messungen der unteren Eigenfrequenzen 
für den Aluminiumstab von lem & (Typ $,) geben 
den Anschluß an die Ergebnisse der eingangs erwähn- 
ten Autoren [9], [10], [11]. Bei fy erscheint der Ast 8,1 
in Übereinstimmung mit der T'heorie, wobei jedoch 
wegen der Unsicherheit in der Bestimmung der ersten 
Ordnungszahl (k =1) der Serie II ein möglicher 
Fehler von v,7 besteht. Verzählung um eine Ordnungs- 
zahl bringt bei k>10 einen Geschwindigkeitsfehler 
von <10%. 


b) Messung der Querverteilung. 


Infolge der oben erwähnten Schwierigkeiten bei 
höheren Frequenzen wurde die Phasenmethode für 


282 


die weiteren Untersuchungen zugunsten einer Abtast- 
methode aufgegeben. Auf die Möglichkeit einer Mes- 
sung der Querverteilung durch Abtasten der Stirn- 
fläche eines Stabes wurde bereits bei der Diskussion, 
der Frequenzengleichung hingewiesen [s. Abb. 9 und 
Gl. (9)]. Die Meßanordnung gibt Abb. 13 wieder, 
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zum Verstarker 
Abb.13. Abtastsonde. 


das Prinzip beruht auf einer Anwendung der Gl. (9). 
Nachdem die dort diskutierte Theorie sehr gute Über- 
einstimmung mit dem experimentell gesicherten Ver- 
lauf des Astes $, und mit den Ergebnissen der oben 
(IIIa) angegebenen Meßmethode für den Bereich 
kleinerer Frequenzen des Astes 8,, ergeben hat, kann 
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Abb. 14. Knotenradien des Wellentyps Ss. DU gemessen (Mittelwerte) 
—— berechnet aus Gl. (10). 
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sie als genügend gesichert angenommen werden, um 
aus dem Vergleich ihrer Voraussagen über die radiale 
Amplitudenverteilung mit den experimentell ge- 
fundenen Verteilungen auf die damit verknüpften 
Geschwindigkeiten schließen zu können. 

Schon rein qualitativ läßt sich die Querverteilung 
in folgendem Versuch demonstrieren : Bedeckt man die 
obere Fläche des senkrecht stehenden von unten an- 
geregten Stabes mit einer Ölschicht, so beobachtet 
man, daß sich ringförmige Wellungen ausbilden. Ist 
der Stab eindeutig in Resonanz, so zeigt sich eine 
bestimmte kreissymmetrische Amplitudenverteilung. 
Bei geringer Verstimmung der Sendefrequenz ändert 
sich diese Verteilung, indem sich die Kreise maxi- 
maler bzw. minimaler Amplitude verschieben oder 
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sich bei Einstellung einer benachbarten Eigenfreque 
eine vollkommen andere Radialverteilung einstelltt, 
Die für die Messungen benutzte Abtastsonde enthält, 
einen aperiodischen Empfangsquarz (f, = 2 MHz), 
auf den die axialen Stabschwingungen an den ver- 
schiedenen Punkten eines Stabdurchmessers über- 
tragen werden (Abb. 13). Dafür wurde einmal ein 
Quecksilberkügelchen von etwa Imm %@, das in 
einem entsprechenden Loch einer dünnen Blende 
ruhte, als punktförmige Kopplung benutzt. Dieses 
mußte extrem sauber sein, da dünne Oxydschichten 
die übertragene Intensität stark beeinträchtigten. 
Weiter mußte die abzutastende Stirnfläche des Stabes 
aus Benetzungsgründen leicht eingefettet werden. 


4 Fh0 6 7 8 9 70 


ae, 
Abb. 15. Knotenradien der Wellentypen S,, (D) und 8, (Kl). D, 
xI gemessen (Mittelwerte); —— berechnet aus Gl. (10). 


Zum anderen wurde ein abgestimmter Messing- 
stift von lmm & benutzt, der von einer angedrehten 
kleinen Scheibe von 0,3 mm Dicke und 1O mn 8 
getragen wurde, die ihrerseits mit Hahnfett auf den 
Quarz geklebt war. Der Stift konnte bei Bewegung 
der Sonde längs eines Stabdurchmessers mittels kali- 
brierten Feintriebs leicht federnd auf der eingeölten 
Stirnfläche des Stabes gleiten. Die Güte der Öl- bzw. 
Fettankopplungen war entscheidend für eine gute An- 
zeige des Detektors. 

Bei der Messung wird die Abtastsonde längs eines 
Durchmessers der Stirnfläche des Stabes geführt und 
die Zahl und Lage der Knotenradien bestimmt. Dabei 
ergaben sich für benachbarte Resonanzstellen oft 
gänzlich verschiedene Knotenradien. Erst nach vielen 
Messungen zwischen 0,5 und 1 MHz konnten diese 
verschiedenen Kurvenzügen zugeordnet werden. Die 
Zuordnung wird erleichtert durch den Umstand, daß 
bei einer Messung jeweils zwei bzw. drei zusammen- 
gehörige Knotenradien (also 4 bzw. 6 Knotenstellen 
längs eines Durchmessers) festgestellt werden. Das 
ermöglicht z. B. zwischen 0,6 und 0,9 MHz bei den 
zwischen 0,2< r/a <0,3 festgestellten kleinsten 
Knotenradien (Abb. 14 und 15) auch bei stärkerer 
Streuung der Meßwerte eine Entscheidung über ihre 


I Dasselbe wurde von BERGMANN bei seinen obenerwähn- 
ten spannungsoptischen Untersuchungen an schwingenden 
Glaszylindern festgestellt. 
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‚gehörigkeit zu dem einen oder anderen Wellentyp 
f Grund der Gesamtzahl der jeweils festgestellten 
notenradien. Faßt man die Meßergebnisse dement- 
rechend zusammen, und vergleicht sie mit dem aus 
. (10) berechneten Verlauf, so ergibt sich gute Über- 
stimmung. Dabei bedeuten die Meßpunkte der 
yb. 14 und 15 Mittelwerte aus mehreren Messungen, 
» an den jeweiligen Resonanzstellen vorgenommen 
ırden. Die Nullstellen von % sind durch Abwesen- 
it von Knotenradien gekennzeichnet. Von der 
iedergabe des Amplitudenverlaufes der Quervertei- 
ngen wird abgesehen, da dieser entsprechend der 
bhängigkeit des Faktors A [Gl. (9)] von den Anre- 
ingsbedingungen sich keinem absoluten Maßstab 
ordnen läßt. 


Die Anzeige der vom Detektorquarz gelieferten 
echselspannung erfolgte nach entsprechender Ver- 
ärkung an einem Brauxschen Rohr. Hierbei wurde 
ieder neben der Amplitude die Phase zwischen den 
ıgeregten und den abgenommenen Schwingungen 
‚obachtet, die an den Nullstellen um 180° springt. 
uf größtmögliche Konstanz der Sendefrequenz 
urde besonders geachtet, da ein Weglaufen aus der 
weiligen Stabresonanzfrequenz die Reproduzierbar- 
it der Messungen in Frage stellen würde. Infolge des 
ıdlichen Abtastquerschnitts (etwa 1 mm %&), der aus 
itensitätsgründen nicht verkleinert werden konnte, 
gab sich eine gewisse Streuung der Werte, der 
irch wiederholtes Abtasten längs verschiedener Stab- 
irchmesser (Drehung des Stabes) begegnet wurde. 


Die meisten untersuchten Resonanzstellen des 
luminiumstabes ließen sich eindeutig einem der 
Wellentypen zuordnen und es bestätigte sich die 
jen angestellte Vermutung, daß zwei benachbarte 
esonanzen häufig verschiedenen Wellentypen zu- 
ordnen sind, was die Unmöglichkeit mit sich brachte 
jerhalb 500 kHz eine Zugehörigkeit der Stab- 
berwellen zu einer ‚‚Serie‘‘ festzustellen. Die in 
bb. 14 und 15 zum Ausdruck kommende Überein- 
immung zwischen Theorie und Messung hinsichtlich 
»s Auftretens von Knotenradien beweist die Richtig- 
sit der für die Berechnung in Gl. (10) eingesetzten 
eschwindigkeiten. Insofern ist die Bestimmung der 
hasengeschwindigkeit in Stäben mit Hilfe dieser Ab- 
‚stmethode eine indirekte. Auf diese Weise ließ sich 
sr experimentelle Nachweis auch für die Wellen- 
‚pen S,,, Sı, und S,, führen, nachdem dies für S, 
:hon von anderer Seite [9], [11] geschehen war, 
ährend für S,o (s. Abb. 8) ein Nachweis nicht gelang. 
ie Abb.16 zeigt den auf Grund der Phasenmethode 
n 2 Aluminiumstäben (d = 1,5 und 0,5) bestimmten 
'eschwindigkeitsverlauf von S,,, sowie die indirekt 
af Grund der Abtastmethode ermittelten Geschwin- 
iokeiten von S,,, S}, und S,,. Die Übereinstimmung 
it der Theorie ist hinsichtlich des Dispersionsver- 
‚ufes vollkommen, quantitativ ist die Genauigkeit 
us meßtechnischen Gründen (s. oben) auf etwa 10% 
eschränkt. 


IV. Energieübertragung. 


a) Anpassung und Kopplung. 


Bei der Übertragung von Ultraschallenergie von 
inem Schwingquarz über einen festen Stab in das 
'erbrauchermedium hat man es mit einer Schichtung 
on 3 Medien verschiedenen Schallwellenwiderstandes 


Z=0'vf zu tun. Zur Vermeidung von Strahlungs- 
dämpfung quer zum Energieleiter sei dieser mit Luft 
als vierttem Medium, umgeben. An den Sprungflächen 
des Schallwellenwiderstandes bei A und B in dem 
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Abb. 16. Ausgewertete Phasengeschwindigkeiten von Aluminiumstäben 
(d = 1,5 em und 0,5 cm). 


Schema der Abb. 17 tritt teilweise Reflexion mit 
dem Reflexionsfaktor 
_. Z,—Z, __ Amplitude der hinlaufenden Welle 
Dr Z,+Z, Amplitude der reflektierten Welle 


E | 
Zeahı 22 = 0% 123=03 15 
A 8 
Abb.17. Energieübertragung über einen Stab. 


ein. Beabsichtigt ist größtmögliche Ultraschallampli- 
tude an der Stirnfläche des Leiters in B und größt- 
mögliche Abstrahlung von Ultraschall- s 
leistung an dieser Stelle in das Ver- c 
brauchermedium 3, das reflexionsfrei l 
abgeschlossen gedacht sei. 

Der Wirkungsgrad der Umwand- (st Ro 
lung von elektrischer Energie in aku- Rs 
stische Energie im Quarz selbst, hängt 
für eine gegebene Spannung U von een 
der am Quarz wirksamen akustischen des Quarzes. 
Belastung ab. Hierfür soll das von 
Capy [22] angegebene elektrische Ersatzschaltbild 
des Quarzes herangezogen werden. Abb.18 gibt die 

+ Die Größe Z stellt im folgenden eine von der Wellen- 
form unabhängige akustische Materialkonstante des betref- 
fenden Mediums dar, während die von den speziellen Aus- 


breitungsverhältnissen und Leitungsdimensionen abhängige 
akustische Impedanz mit 8 bezeichnet wird. 
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bekannte Serienschaltung, in der sich R aus dem 
inneren Verlustwiderstand des Quarzes R, und den 
Belastungswiderstand R, zusammensetzt. Die Ka- 
pazität Ü und die Induktivität ZL sind das elek- 
trische Äquivalent der mechanischen Federung und 
Masse, (\,, ist die statische Quarzkapazität, deren 
Blindwiderstand durch die Abstimmittel der Schal- 
tung kompensiert wird!. Im Resonanzfall belastet 
der Quarz den elektrischen Generator mit R,(R,<R,). 
Zur maximalen Abgabe von Leistung durch den 
Generator und zu deren Umsetzung in akustische 
Energie ist eine Anpassung des Strahlungswiderstan- 
des R, an den Innenwiderstand des Generators R; 
erforderlich (R, —R;). Dieser wichtige Umstand 
wurde in der bisherigen Literatur nirgends klar aus- 
gesprochen und hat wichtige Konsequenzen.. Eine 
Y£ 
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Abb. 19. Strahlungswiderstand belasteter Quarze, 


solche Anpassung kann durch elektrische Transfor- 
mation vor dem Quarz oder durch akustische Trans- 
formation hinter dem Quarz erreicht werden. 

Ersterer sind unter anderem dadurch Grenzen 
gesetzt, daß der Quarz außer einer statischen Kapa- 
zität CO, noch weitere zusätzliche Kapazitäten besitzt 
(Halterung, Kabel) und somit zunächst einen sehr 
kleinen cos@ besitzt (LANnGEVIN [26]). Zur Vermei- 
dung von Blindkomponenten ist dann ein Resonanz- 
trafo erforderlich, dessen sekundärseitiges L/C-Ver- 
hältnis bei höheren Frequenzen (f> 0,5 MHz) wieder 
so schlecht wird, daß durch diese Maßnahme nichts 
gewonnen wird. 

Auf der akustischen Seite gilt folgendes: Schon 
ÜREMER [27] hat auf die Anwendbarkeit der Leitungs- 
theorie auf akustische PLänomene hingewiesen. Ana- 
log zur LEcHer-Leitung läßt sich die Anpassung eines 
Wellenwiderstandes Z, an einen anderen Z, durch 
Zwischenschaltung von Transformationsstücken der 
Länge nA/4(n=1,3,5...) und des Wellenwider- 
standes Z = 72 Z, erreichen. Es wäre nun denkbar, 
ein solches Anpaßglied etwa in B zwischen Medium 2 
und 3 anzubringen (Abb. 21) oder auch den Leiter 
(Medium 2) selbst, bei Vorhandensein eines Materials 
mit geeignetem Z als solches auszubilden. Diese Art 
akustischer Anpassung würde jedoch eine verschwin- 
dende Resonanzüberhöhung des Quarzes ü, = Z,/Z, ‘7 
bedeuten, was einem sehr hohen elektrischen Strah- 
lungswiderstand R, gleichkommt. 

" Die Tatsache, daß dieses Ersatzschaltbild die Möglich- 
keit, einen Quarz in Oberwellen zu erregen, unberücksichtigt 


läßt, kennzeichnet es als eine Näherung, die nur für begrenzte 
Verstimmung und Belastung gültig ist. 
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Der Strahlungswiderstand R, ergibt sich aus 
bekannten Gleichungen für Schwingungsamplit 
und Leistungsabgabe eines Quarzes: 


300 v, } 2, , 
-( eıl "4F 
L = Gesamtleistung (erg/sec), 
A = max. Amplitude bei einseitiger Abstrahlung (cm), 
& — Kreisfrequenz = 2 : f (sec), 
U = Spitzenspannung in Volt, 
€, = Piezoelektrischer Modul = 4,77 : 10? (cm-3 g3 sec-t), 
F = abstrahlende Quarzfläche (cm?), 
v, = Schallgeschwindigkeit im Quarz (cm/sec), 
R; = elektrischer Strahlungswiderstand in Ohm, 
Z, = Schallwellenwiderstand des Verbrauchers (g em? see’ 


8 


Unter Einsetzung der Konstanten wird 
2, 
PR; = 8,1 . In (Ohm) 


und ergibt die Geradenschar der Abb.19, in der 
als Funktion von Z, mit der Frequenz als Paramet 
aufgetragen ist. Zum Beispiel wird für Abstrahlu 
in Aluminium bei 800 kHz und einer abstrahlend, 
Fläche von 10 cm? R, = 2,66 MQ, wobei der elekt 
sche Generator praktisch im Leerlauf arbeitet. I 
Abb.19 läßt erkennen, daß R, mit wachsender Fi 
quenz, d.h. abnehmender Quarzdicke und steigend 
Quarzfläche abnimmt. Mit Leistungsabgabe ein 
Quarzes kann danach bei 1 MHz erst im Berei 
der Flüssigkeiten gerechnet werden, sobald R, mit 
kommensurabel wird, während bei Gasen belastung 
mäßig der Kurzschlußfall eintritt. Optimal (R, m 21 
wäre ein Strahlungswiderstand von etwa 10 kQ, w 
bei 0,5 MHz einem akustischen Z 8 - 103 entspräch 

Die in Teil II und III gewonnenen Erkenntnis 
über die Fortpflanzung von Ultraschallwellen 
Stäben lassen sich nun für die Aufgabe einer Energi 
übertragung wie folgt’ zusammenfassen: 

Bei Stabdurchmessern2@ < D(D = 4 cm: Durc. 
messer der benutzten Quarze) und Frequenzen u 
1 MHz befindet man sich immer im Dispersion 
bereich und mit einer Strahlbildung (s. oben) i 
nicht zu rechnen. Die Verhältnisse des unbegrenzt 
Mediums liegen demnach nie vor und die Scha 
impedarz 8 eines Stabes wird im allgemeinen kor 
plex sein, da die Blindkomponente immer nur fi 
einen einzigen Wellentyp verschwinden kann. Di 
zeigt auch unmittelbar eine Betrachtung der Phase: 
ellipsen (Teil IIIla). Das Auftreten von Blindkomp 
nenten drückt sich akustisch in mitschwingende 
Mediummassen aus, in diesem Fall handelt es sic 
dabei um die radial schwingenden Massen. 

Für radial unbegrenzte Platten wäre es einfac! 
den Verbraucherwiderstand Z, (Wasser bzw. Geweb 
im Verhältnis 1:1 an den Piatteneingang zu tran 
formieren. Aus der Theorie des Schalldurchgan; 
durch feste Platten (REısswer [29]) folgt nämlic 
bei Vernachlässigung der Dämpfung eine maxima 
Durchlässigkeit von 100% bei Plattendicken vc 
n A]2, entsprechend der Beziehung: 

D 4m? Z; 
— (m? — 1j?sin?IndjA LAm®’ MEZ, 
d = Plattendicke 

r Die in der Literatur [16], [17] meist benutzte Beziehur 


A=2ü, er ist unrichtig [28]. 


log den Transformationseigenschaften der ent- 
echend abgestimmten LEcHEr-Leitung. Der Ab- 
lußwiderstand wird also gemäß Abb. 20 an den 
ıgang transformiert (STÜTZER [27]). Die Abb. 20 
gt den Verlauf von Realteil R und Imaginärteil X 
- Schallimpedanz 


Z, + jZ,tg a2 2 


DI A 72 tan’ , 


gs der z-Achse für reine ebene Longitudinalwellen. 


r Realteil verläuft periodisch zwischen Z, und 


Z,, der Imaginärteil verschwindet bei z = n A/4 
= 12,3...) 

Um einen Begriff für die Größe und den Einfluß 
* bei endlichen Stabdurchmessern infolge von 
ierschwingungen zu erwartenden Blindkomponen- 
ı zu bekommen, wurden Platten bzw. Zylinder aus 


).20. Realteil R und Imaginärteil X der Schallimpedanz längs der 
z-Achse, 


ssing und Elektron von verschiedener Dicke aber 
ichem Durchmesser an einen Schwingquarz von 
hezu gleichem Durchmesser über einen dünnen 
ilm angekoppelt und die abgestrahlte Schalleistung 
t einer Strahlungsdruckwaage gemessen. Die Wir- 
ngsweise dieser Waage ergeht aus Abb. 21, in der 
egengewicht, 7 Torsionsaufhängung, K Null- 
nktseinstellung, Sk Skala, F Folie zum Abhalten 
er Gleichströmung, D Reflektordach mit Luft- 
pplung, A Absorptionspolster bedeuten. Die 
hung wurde mit einem besonderen Quarz vorge- 
mmen, dessen Leistungsabgabe in Abhängigkeit 
n der HF-Effektivspannung kalorimetrisch durch 
rgleich mit elektrischer Aufheizung des Kalori- 
ters bestimmt wurde. Abb.22 gibt die so ermittelte 
hängigkeit der abgestrahlten Leistung eines Quar- 
; von 10 cm? Fläche vom Quadrat der Effektiv- 
ınnung. Die Übereinstimmung mit der aus dem 
rahlungswiderstand berechneten Geraden (ausge- 
sen) ist sehr gut. 
Die Ergebnisse dieser Messungen sind in der 
)b. 23 dargestellt und lassen erkennen, daß die 
öße der von einem optimal abgestimmten Zylinder 
ertragenen Energie proportional l/D stark ab- 
nmt. Als Ordinate ist die übertragene Energie in 
ozent der vom Quarz allein abgestrahlten Energie 
fgetragen, als Abszisse das Verhältnis 1/D. Die 
bildung gibt Messungen an Zylindern aus Messing 
d aus Elektron wieder. Während bei dünnen Plat- 
ı (Im A<D) die Schwingungen im wesentlichen 
rch die Grenzbedingungen an den beiden planen 
ächen bestimmt’ werden, wobei die Berandung ver- 
chlässigt werden kann (in der Plattentheorie D 
; unendlich angenommen), ist es für lange Zylinder 
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umgekehrt, indem die Grenzbedingungen an den 
Mantelflächen die Schwingungsform bestimmen und 
der Einfluß der Stirnflächen zurücktritt. Der Über- 


Abb. 21. 


Strahlungsdruckwaage. 


gang zwischen den Gültigkeitsbereichen der Platten- 
und der Stabtheorie konnte mathematisch bisher nur 
für einige spezielle Sonderfälle, die keine praktische 
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Kalorimetrische Eichung eines Quarzes bei 0,5 MHz und 


einer abstrahlenden Fläche F = 10 cm? 


Bedeutung haben, gefaßt werden (JÄHRISCH [30]). Auf 
Grund des experimentellen Sachverhaltes ergibt sich 
die qualitative Deutung, daß bei wachsender Zylinder- 
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Abb. 23. Energieübertragung von Zylindern. y 
gekoppelt; — X — — x Elektron fest gekoppelt; © ® Kopplung über 


Transformationsschicht. 


--9--96 Messing fest 


länge (Plattendicke) infolge der Querkontraktion ein 
zunehmender Betrag von Blindleistung ın radialer 
Richtung aufgewandt werden muß und quarzseitig 
am Zylinder die Eingangsimpedanz 3 komplex wird, 
wodurch die Aufnahme von Wirkleistung herabgesetzt 
und der Quarz verstimmt wird. 
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Es gelang nun, die Energieübertragung wesentlich 
zu verbessern durch Zwischenschaltung einer Kopp- 
lungsschicht in A, deren Schallwellenwiderstand 
Z,<Z, und deren Dicke d = A/4 ist. Eine solche 
A/4-Schicht ist wieder als LECHER-Leitungsstück dar- 
stellbar und transformiert die Eingangsimpedanz 3 
des Stabes quarzseitig auf einen kleineren Wert hinab. 
Dabei läßt sich durch Verstimmung des Stabes und 
geeignete Wahl der Ölschichtdicke eine günstigste 
Kombination von Zstan und #81 erzielen, bei der eine 


Abb. 24. Schallinsen nach POHLMAN. 


akustische Transformation erfolgt. Die elektrische 
Anpassung fordert (s. oben) Belastung des Quarzes 
mit einem Wert von etwa 8:10°(gem”?sec”!), welcher 
durch entsprechende Kombination von Leitung und 
Koppelschicht anzustreben ist. 

Die Abb. 23 läßt die Verbesserung der Energie- 
übertragung bei Zwischenschaltung einer geeigneten 
Ölschicht in A an Hand der eingezeichneten Pfeile 
erkennen. Die notwendige Verwendung abgestimmter 


SUNTISEN 


va 
SE ZT 


rar 


R 

S 
AS 
II 


BREI 


& 
Ad 
N 
3x 


“ Abb. 25. Ausmessung von Trichtermodellen. Für Schlierenmethode 


Lichtweg senkrecht zur Zeichenebene. 


Leitungselemente bringt natürlich die Forderung nach 
guter Konstanz der Sendefrequenz mit sich. Bei 
wachsender Leitungslänge wird die Abstimmung 
außerdem immer spitzer und ein Weglaufen der 
Sendefrequenz muß unbedingt durch schaltungstech- 
nische Mittel verhindert werden. 


b) Energieverdichtung. 


Die in der Ultraschalltherapie gebräuchlichen 
Quarze haben 'im allgemeinen eine abstrahlende 
Fläche von etwa 10 cm?. Die stabförmigen Energie- 
leitungen dagegen sollen wesentlich kleinere Quer- 
schnitte (F = 2—3 cm?) haben, um sie in Körper- 
höhlen einführen zu können. Somit ergibt sich das 
Problem einer Verdichtung der von der größeren 
Quarzfläche abgestrahlten gesamten Ultraschall- 
energie auf den kleineren Stabquerschnitt. Es muß 
also ein Übergang geschaffen werden, wie es z.B. 
in der Akustik bei Lautsprechern und Horchtrichtern 
der Fall ist. Da hier jedoch im Gebiet A < a gearbei- 
tet wird, ist die akustische Trichtertheorie, die auf 


THEODOR HüÜTER: Über die Fortleitung von Ultraschallwellen in festen Stäben. 


Zeitschrift fü 
angewandte Ph 


der Anwendbarkeit der Kontinuitätsgleichungen ) 
ruht, nicht gültig Dagegen liegt im ultraakustische 
Gebiet die Anwendung einer Strahlenoptik nah 
wobei sich 2 Möglichkeiten ergeben: 


1. Wie PoHLmAn [31] gezeigt hat, kann | 
Ultraschallinsen verwenden, die aus einem Materia 
dessen Schallgeschwindigkeit bei möglichst gleichen 
Schallwellenwiderstand Z (Vermeidung von Refk 
xionsverlusten) vom umgebenden‘ Medium abweich: 
bestehen. Eine derartige Anordnung ist in Abb. 2 
dargestellt. Die Anordnung a zeigt Festkörperlinse 
(Stahl, Aluminium), die leicht herstellbar sind, jedoe 
einen schlechten Gütefaktor (Z2,>Z,) haben. Di 
Anordnung b stellt Flüssigkeitslinsen dar (Tetrachloı 
kohlenstoff, Xylol), die eine große Güte (Z, —Z 
besitzen, deren technische Realisierung jedoch au 
Schwierigkeiten stößt. 


2. Kegeltrichter geeigneter Dimensionierung eı 
füllen denselben Zweck, wenn man auf die Paralle 
lität der Strahlung verzichten kann. Abb. 25 zeig 
diese Möglichkeit, wie sie modellmäßig mit Trichte: 
röhren im Flüssigkeitstrog untersucht und dann fü 
Festkörper weiterentwickelt wurde. Der Grund, da 
für die technische Aufgabe einer Schaffung vo 
Ultraschalleitern flüssigkeitsgefüllte Rohre nur fü 
Modellversuche herangezogen wurden, liegt in de 
Größe der zu übertragenden Gesamtenergie vo 
etwa 20 W. Das führt zu Energiedichten im Roh 
bei denen bereits Kavitation auftritt. Diese läßt sic 
auch durch gute Entgasung der Flüssigkeit nich 
beseitigen und führt zu starken Energieverlusteı 
wobei ein knisterndes Zischen bei starker Blast 
bildung beobachtet wird. 


* Die Vorversuche wurden in einem Wassertrog a 
ebenen Trichtern angestellt, deren Wände aus dünne 
gedoppelten Blechen bestanden, die durch die in de 
Dopplung vorhandene Luftschicht nahezu 100° 
reflektierend wirkten. Schließt an den Trichter ei 
Rohr an, so wird dieses von einem Mittelstrahl un 
den von Rand zu Rand schräg reflektierten Ranc 
strahlen durchsetzt. Das Studium des durch Übeı 
lagerung all dieser Wellenzüge gebildeten Interferen; 
feldes geschieht entweder mittels punktweiser Al 
tastung des Schallfeldes durch eine sensibilisiert 
Thermonadel (Abb. 25) oder besser noch mit ein 
optischen Schlierenmethode (HIEDEMANN [17]). Zu 
Erzielung eines genügend langen Lichtweges ii 
Schallfeld wurde ein ebenes Trichtermodell verstel 
barer Weite geschaffen, das im Maßstab 1:3 verkle 
nert war und mit 2,4 MHz beschallt wurde. Die : 
erhaltenen Aufnahmen zeigt Abb. 26. Auf diese 
sind im eigentlichen Pa, Knotenflächen mit de 
Abständen d=n:'A/(2sin«) vor den beiden reflel 
tierenden Wänden gut zu erkennen. Parallel de 
Trichterwänden laufen also die aus Überlagerung vo 
einfallender und reflektierter Welle entstehende 
Kombinationswellen, deren Front örtlich mit de 
Periode A/2 sin x moduliert ist, in den Trichter hineiı 
Diese Kombinationswellen überlagern sich in deı 
an den Trichter anschließenden Schacht zu eineı 
noch komplizierterem stationären Amplitudenfek 
wie esinanderem Zusammenhang von BUCHHOLTZ [3: 
für Kegelhörner berechnet und in weitgehender An: 
logie zu dem elektrischen Fall der Hohlrohrwellen g 
funden wurde (s. oben). 


OTBand 
1eft 6 — 1949 


THEODOR HÜTER: Über die Fortleitung von Ultraschallwellen in festen Stäben. 


237 


Es wurde versucht, analog dem Trichter bei 
lüssigkeiten die Energieverdichtung beim festen 
‚örper mit konischen Stücken zu erzielen. Hierfür 
urde die vereinfachende Voraussetzung gemacht, 
aß an der Basisfläche des Konus ebene Wellen an- 
sregt werden, die nach einmaliger Reflexion am 


Die Bedingung, daß sowohl n, als auch n, ganz- 
zahlig sein muß, wird nur für eine diskrete Folge von 
Öffnungswinkeln & erfüllt. Wird die dieser Berech- 
nung zugrunde liegende Wellenlänge angeregt, so ist 
der Konus für Mittel- und Randstrahlen in gleicher 
Weise abgestimmt. Dieselben Überlegungen gelten, 
wenn der Konus an seiner Stirnfläche eine stabförmige 
Verlängerung besitzt. 


Der Wirkungsgrad einer solchen Anordnung wird 
jedoch dadurch beeinträchtigt, daß bei jeder schief- 
winkeligen Reflexion an der Grenzfläche eines festen 
Körpers Transversalwellen erregt werden (Bär [33]), 
für die keine Übereinstimmung mit der Konusreso- 
nanz erzielt werden kann. Es gelang jedoch, trotz 
einem Verlust von etwa 60% der Gesamtenergie des 
frei strahlenden Quarzes, eine Erhöhung der Energie- 


—— Schallstrahlung —> 


Abb. 26. 


'onusmantel die Stirnfläche des Konus treffen und 
ort teilweise austreten, teilweise reflektiert werden. 
lierbei tritt zusätzlich die Forderung einer Abstim- 
ung des Festkörperkonus auf, da die an der Stirn- 
äche reflektierten Wellen die Eingangsimpedanz des 
onus und somit die Belastung des Quarzes maß- 
eblich mitbestimmen. Das bedeutet, daß der zum 


Abb. 27. Berechnung der Konusdimensionen. 


Juarz zurückkehrende Anteil sowohl der in der Mittel- 
one den Konus direkt durchlaufenden Wellen als 
uch der am Mantel reflektierten Wellen eine bestimm- 
>, für beide Anteile gleiche Phasenlage besitzen muß. 
st diese nz, dann bestehen für bestimmte Konus- 
ingen 1 — n, - A/2 (n,/2 = Zahl der Wellen im Mittel- 
trahl) bestimmte günstigste Öffnungswinkel, bei 
enen der Phasenwinkel der reflektierten Randstrah- 
ın nach Hin- und Rücklauf durch den Konus eben- 
ılls ein ganzzahliges Vielfaches (n,) von x ist. Eine 
eometrische Betrachtung (Abb. 27) liefert die folgen- 
en Beziehungen: 


Reh 21; 


h=litg2d, g=itga. 


N 1 
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Schlierenaufnahmen des Schallfeldes in Trichter und Schacht. 


dichte an der abstrahlenden Fläche eines solchen 
Konus auf das Doppelte (8,5 W/cm? statt 4 W/cm? 
am Quarz) zu erzielen. Hierbei wurde wieder die oben 
besprochene Transformationsschicht aus Öl zwischen 
Quarz und Konus geschaltet. Bei einem Konus mit 


40 mm vor Konus 
Sktk 10mm vor Konus 95 


20 mm vor Konus 


al 


d 


Abb. 28. Querverteilung der Konusabstrahlung. 


EN 


Stabansatz von 20 cm Länge wurde eine Verdichtung 
von 4 W/cm? auf 7,4 W/cm? erzielt. 


Die Abstrahlung einer solchen Anordnung in 
Wasser wurde mit einer Thermonadel untersucht und 
die Querverteilungen (Abb. 28) in verschiedenen Ab- 
ständen vor der Stirnfläche des Konus untersucht. 
Ähnlich wie beim Trichter (Abb. 26) treten Neben- 
keulen unter dem Winkel 2« auf. Die Divergenz der 
Abstrahlung bedingt eine starke Energieabnahme 
längs der Mittelachse vor dem Konus und bewirkt 
zu kleine Anzeigen der dachförmigen Strahlungs- 
druckwaage, die entsprechend korrigiert werden 
müssen. 
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ec) Dämpfung. 

Von der Blindleistung der Querschwingungen war 
bereits oben die Rede. Bei den Leistungsmessungen 
wurde jedoch eine starke Erwärmung der Stäbe und 
besonders des Konus beobachtet, die auf eine reine 
Dämpfung schließen läßt. Da sich der Quarz selbst 
(infolge R,, s. oben) auch etwas erwärmt, konnte der 
rein durch Dämpfung im Stab bzw. Konus verlorene 
Energieanteil nicht exakt bestimmt werden. Der Ver- 
lust von etwa 60% ist viel mehr als die von anderer 
Seite [34] auf Grund von Resonanzkurven bzw. Ab- 
klingzeiten akustisch schwingender Stäbe bestimmten 
Dämpfungsfaktoren erwarten lassen. Für das Ab- 
klingen der Schwingungsamplitude A eines in Reso- 
nanz befindlichen Stabes gilt: 


Zeitlich: 


A; = A,exp —® 2 


u T = Schwingungsdauer = 1/f. 


Räumlich: 


Are Aresp 9 —= A,exp — Pr. 


Hierbei ist 9 das Dämpfungsdekrement, ß die 
Streckendämpfung!, die vom Kristallisationszustand, 
der Verformung, der Korngröße usw. abhängen. Die 
oft benutzte STOX&Essche Beziehung 


Sn? 


= set Ei er (n = Viskosität, o = Dichte) 


die für die innere Reibung eines Isotropen, homogenen 
Mediums aufgestellt wurde und einen Anstieg von ß 
mit dem Quadrat der Frequenz enthält, gilt für feste 
Körper nicht, da bei Kristallen das viskose Verhalten 
wesentlich komplizierteren Gesetzen unterliegt [35]. 


Es wurde versucht, durch Auswertung der Reso- 
nanzkurve (Halbwertbreite) einer der Staboberwellen 
am Braunschen Rohr Aufschluß über die Größen- 
ordnung des Dämpfungsfaktors zu gewinnen, der 


sich hierbei für Stahl zu # —5,4- 10°3- T (Förster: 
„10% T 5 
Messungen sind jedoch mit Vorsicht zu betrachten, 
da Halterung, Koppelschicht, Detektorquarz zur 
Dämpfung mit beitragen. Die Tatsache, daß Trans- 
versalwellen mindestens einen doppelt so großen 
Dämpfungsfaktor besitzen, gibt einen Hinweis für 
das Entstehen größerer Verluste. Im Konus werden 
diese Wellen in starkem Maße bei der Reflexion am 
Kegelmantel angeregt und müssen, will man mit die- 
ser Art Energieverdichtung arbeiten, als notwendiges 
Übel in Kauf genommen werden. Diese Wellen tragen 
nicht zur Resonanz bei und setzen ihre Energie 
nach mehrfacher Reflexion im Konus in Wärme um. 


Kruse: —15: 102.7) ergab. Solche 


Der Anteil der Wärmeleitung an der Dämpfung 
kann bei den benutzten Frequenzen vernachlässigt 
werden, da die Kompressionen hier adiabatisch ver- 
laufen. 


! # wird häufig als Absorptionskoeffizient bezeichnet. 


Der Quotient 2P/« = %/r entspricht dem in der Werkstoff- 
kunde oft benutzten tg ö m a ‚ wobei ö der Phasenwinkel 


zwischen Druck und Schnelle ER 


Zusammenfassung. | 


Die Kenntnis der Fortpflanzung von Ultraschall 
wellen in festen Stäben hat technische Bedeutung, z.B 
für die Elektromedizin. Die oberhalb d/A =1 auftre 
tenden Dispersionserscheinungen werden untersucht 
Im theoretischen Teil werden für die POCHHAMMER 
sche Frequenzengleichung zusätzliche Lösungen er 
mittelt, die zu bisher noch nicht beobachteten Wellen 
typen höherer Ordnung führen. Für 4 Äste (8, ,, 8» 
S;, und S,,) werden die Phasengeschwindigkeiten üı 
Abhängigkeit von der Frequenz berechnet und di: 
Art des Übergangs vom endlich begrenzten zum un 
endlich ausgedehnten Medium angedeutet. Die Be 
rechnung der Querverteilung der Amplitude der axi 
alen Verschiebung in Abhängigkeit vom Radius er 
öffnet eine neue experimentelle Methode der Ge 
schwindigkeitsmessung. 


Im experimentellen Teil wird die Phase der an 
geregten Ultraschallschwingungen (150—1100 kHz 
für die Messung herangezogen. Für den Ast $,, ge 
lingt die Feststellung der longitudinalen Oberschwin 
gungen bis zur Ordnungszahl k = 40 an Aluminium 
stäben von 0,75 und 0,5cm Radius. Bei höhere: 
Frequenzen ist die Identifizierung von -Oberwelle: 
nicht mehr möglich. Die Messung der Knotenradie 
auf der Stirnfläche des Stabes bei verschiedene 
Stabresonanzen erlaubt jedoch die Zuordnung zu de: 
einzelnen Wellentypen und gibt gute Übereinstim 
mung mit der Theorie. Der berechnete Dispersions 
verlauf ließ sich für $,,, Sj,und 8,, durch das Exper: 
ment mit einer Genauigkeit von 10% bestätigen 


Das technische Problem der Energieübertragun 
wird auf Grund der Vorstellung der ‚akustische 
LECHER-Leitung‘ behandelt und die Bedingungen fü 
eine Leistungsanpassung bestimmt. Schalleistung: 
messungen zeigen eine Abhängigkeit der Energie 
übertragung vom Verhältnis 1/D eines Zylinders. Da 
Problem der Energieverdichtung wird am Trichtes 
modell im Meßtrog untersucht und auf den Fest 
körperkonus übertragen. Es gelang eine Übertragun 
von etwa 15 W Schalleistung über einen Stab vo 
1,5cm & und 20 cm Länge bei einer Frequenz vo 
780 kHz, wobei eine Energieverdichtung auf mehr a 
das Doppelte erzielt wurde. 


Der Einfluß und das Zustandekommen der Dämj 
fung wird untersucht und ein nachteiliger Einfluß de 
Transversalwellen gefunden. 


Ich danke Herrn Prof. Dr. W. MEıssx&r für die Betreuur 
der Arbeit, die im Laboratorium der Siemens-Reiniger-Werl 
durchgeführt wurde. Den Herren Dr. PirzoLp und D 
PoHLMAN verdanke ich wertvolle Förderung und Kritik. 
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Seignette-Elektrizität*. 


Von Karı HAusser, Heidelberg. 
Mit 12 Textabbildungen. 
(Eingegangen am 20. September 1948.) 


I. Einleitung. 


Seit ANDERSoN [1] und Capy [2] im Jahr 1918 in 
USA. merkwürdige dielektrische Anomalien an Seig- 
nette-Salz (SS) entdeckten, hat die Klärung dieser 
Erscheinungen das Interesse einer Reihe von Wissen- 
schaftlern hervorgerufen. Es hat den Anschein, als ob 
die Ursache des Mechanismus der Seignette-Elektri- 
zität (SE) in der Kristallgitterstruktur liege und man 
konnte hoffen, auf diesem Wege einen allgemeinen 
Einblick in den Aufbau der Kristallgitter zu bekom- 
men. Es sind daher nach Auffindung der grundlegen- 
den Erscheinungen der SE, besonders durch VALA- 
SEK [3] und Mitarbeiter in USA. im Laufe der 20er 
Jahre, im letzten Jahrzehnt eine größere Anzahl von 
experimentellen und theoretischen Arbeiten, seit etwa 
1935 etwa 100 Veröffentlichungen, vorzugsweise in der 
Schweiz und in USA., entstanden, über die hier be- 
richtet werden soll. Bei dem großen Umfang der Li- 
teratur ergibt sich von selbst, daß es sich dabei nur 
um einen Auszug handeln kann, in dem nur diejenigen 
Ergebnisse Berücksichtigung finden, die für die Er- 
klärung der Erscheinungen von allgemeiner Bedeutung 
sind. Nach einer kurzen einführenden Zusammen- 
fassung der bis etwa 1935 gewonnenen Kenntnisse 
über die Grunderscheinungen eoll in einem 1. Teil eine 
nach diesem Gesichtspunkte ausgewählte Zusammen- 
stellung der experimentellen Ergebnisse der neueren 
Arbeiten gegeben werden, während in einem 2. Teil 
ein Überblick über die bis jetzt vorhandenen Ansäuze 
zu einer Theorie der SE versucht wird. 


II. Grundlagen. 
Der Stand der Kenntnisse über die SE war vor 
ungefähr 12 Jahren etwa folgender: Das Kalium- 
Natrium-Salz der Weinsäure 


0O=C0-0-K 
| 
HC—-OH 
| +4H,0 
HO—CH 
[6) 20 Na 


kristallisiert in derrhombisch-bisphenoidischen Klasse, 
chsenverhältnis a:b:c = 0,832:1:0,430. Während es 


* Vortrag gehalten am 16. Juni 1948 im Kolloquium des 
hysikalischen Instituts der Universität Tübingen. 


sich parallel zur b- und c-Achse normal verhält, zeigt es 
parallel zur a-Achse ein dielektrisches Verhalten, das 
in weitgehender formaler Analogie zum Ferromagne- 
tismus [4] steht, wobei man sich nur die magnetischen 
Größen durch die entsprechenden elektrischen ersetzt 


„SUGUNGS 
/ lafsarın 


Abb.1. Hysteresisschleife. 

denken muß, also die magnetische Feldstärke H durch 
die elektrische EZ, die Permeabilität u durch die Di- 
elektrizitätskonstante (DK) &, die magnetische Sus- 
zeptibilität x durch eine analog gebildete elektrische x, 


en o— 0 0-0-00, 


f IS; 
ni. 
a 


20 50 80 m mo’ 
DK e(e@) und Verlustwinkel tgö (x) in Abhängigkeit von der 
Temperatur (nach BUSCH [6)). 


wo 


>, 


Abb. 2. 


die Magnetisierung M durch die elektrische Polarisa- 
tion P usw. Man findet dann beim SS, dem Ferro- 
magnetismus entsprechend, eine abnorm hohe DK, 
eine Hysteresisschleife zwischen Polarisation und äuße- 
rer Feldstärke und die dazugehörige Sättigungspola- 
risation, remanente Polarisation und Koerzitivfeld- 
stärke (Abb. 1), sowie eine kritische Temperatur, den 
sog. CURIE-Punkt, oberhalb dessen diese Erscheinungen 
verschwinden. Abweichend vom Ferromagnetismus 
gibt es beim SS noch einen zweiten, den sog. unteren 
Curie-Punkt, unterhalb dessen die Erscheinungen 
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ebenfalls verschwinden. Die SE ist also auf den Tiem- 
peraturbereich zwischen den CURIE-Punkten, von 
— 18° bis + 23°C beschränkt. In diesem Tempera- 
turbereich hat das SS auch einen von der Tempe- 
ratur abhängigen außerordentlich hohen Piezomodul, 


124,6° 124,4° 123,8° 123,4° 
u + + 
105 120,8 115,9° 
ea ee a 
96° g9g4° 875° 79,5° 
74,7° A m 66,9° 62,5° 
a a 
60,4° 59,7° 38,6° 377°. 
Da 


Abb. 3. Hysteresisschleifen bei verschiedenen Temperaturen (in 
t(nach BuScH und Ganz [7)]). 


dessen Maximalwert den von Quarz etwa um den 
Faktor 10* übertrifft. 

Um zunächst eine gewissermaßen phänomenologi- 
sche Theorie ohne Be über die molekularen 


°K) von KH,PO, 


Eine Fortführung dieser theoretischen Überlegun 
ergibt, daß man beim SS auch die den magnetokalori 
schen, magnetomechanischen und magnetooptische 
Effekten entsprechenden elektrischen Effekte erwarte 
muß. Eine Gruppe der neueren Arbeiten beschäfti 
sich mit dem experimentellen Nachweis dieser Effekte. 
Eine zweite Gruppe dient der Auffindung anderer 
seignetteelektrischer Substanzen mit möglichst ein. 
fach aufgebauter Elementarzelle, da der komplizierte‘ 
Aufbau der Elementarzelle von SS den theoretischen! 
Deutungsversuchen der SE hinderlich ist. Eine dritte 
Gruppe untersucht den Einfluß des Austauschs von 
H durch D oder der Alkaliatome durch verwandte 
andere Atome auf die Erscheinungen der SE, während 
eine vierte Gruppe schließlich nach einem Zusammen- 
hang der Erscheinungen der SE mit der Gitterstruktur, 
z. B. einer eventuellen Änderung derselben beim Über- 
schreiten des CURIE-Punktes, sucht. 


III. Neuere experimentelle Ergebnisse. 


BuscH und SCHERRER [5] entdeckten im Jahre1935, 
daß sich auch KH,PO, und KH3,AsO, seignetteelek- 
trisch verhalten; diese SE tritt jedoch erst bei 
sehr tiefen Temperaturen auf, da die oberen CURIE, 
Punkte von KH,PO, 123°K- 
von KH,AsO, 91° K betragen. 
Busch machte im Anschluß an 
diese Entdeckung eingehende Mes- 
sungen [6], [7] über die Abhängig- 
keit der DKe und des Verlust- 
winkels tgö von der Temperatur. 
Die wichtigsten Resultate für 
KH,PO, sind im folgenden wieder- 
gegeben, die bei KH 0, gefundenen Ergebnisse 
sind grundsätzlich die gleichen. 

Kaliumphosphat Kristalligerr in tetragonalen 
Kristallen, Achsenverhältnis c:@ = 0,938, Gitterkon- 

x stante c= 6,97 A, a=7,43 Ä. Eine 
röntgenographische Strukturanalyse ge- 
lang West [8]. Die SE tritt bei KH,PO, 


3:07 Olb/em? 
3000 Voit 
cm 


or 


28,5° 
0° 25° 
5? 2 


I 
Be 


parallel zur c-Achse auf. Das anomale 
dielektrische Verhalten zeigt Abb. 2. 
Kühlt man ab, so steigt die DK bei 
etwa 123°K sehr steil bis auf sehr hohe 
Werte, DK max = 32000, und fällt dann 
von etwa 80 —40° K langsam wieder ab!. 
Besonders auffallend ist das Maximum 
der Verluste in diesem Temperaturbe- 
reich. Abb. 3 zeigt die entsprechenden 
Hysteresisschleifen und 

Abb.4 zum Vergleich die- 
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Abb. 4. Hysteresisschleifen von KNaC,H,0;, + 4 H;O bei verschiedenen 


Temperaturen (in °C) (nach HABLÜTZEL [9]). 


Vorgänge zu erhalten, übertrug man den Weıssschen 
Ansatz aus der Theorie des Ferromagnetismus [4] auf 
die SE, nach dem das innere Feld F sich beschreiben 
läßt als 

F=E+{/P, 


wobei E = äußere Feldstärke, P = Polarisation und 
f = Lorentzz-Faktor. Die beim äußeren Felde 0 noch 
vorhandene Polarisation nennt man die spontane 
Polarisation 2. 


TE "0 Glblem? jenigen von SS. Der grund- 
sätzliche Unterschied im 
2000 Ir Verhalten beider Substan- 


zen am unteren ÜURIE- 

Punkt ist hier deutlich 
zu erkennen. Während bei SS keinerlei Verbreite- 
rung der Hysteresisschleifen auftritt, die Koerzitiv- 
feldstärke zugleich mit der remanenten Polarisation 
gegen Null geht, sieht man beim Kaliumphosphat 
das starke Anwachsen der Koerzitivfeldstärken mit 
fallender Temperatur. Infolge dieser Unterschiede 
gegenüber SS ist der Ausdruck unterer CuriE-Punkt 
bei Kaliumphosphat eigentlich unkorrekt, da es sich 


! Über die Definition der DK im Gebiet der a 
siehe [6]. 


h kein echtes Verschwinden der spontanen Polari- 
tion handelt, wie später noch näher ausgeführt wird; 
"soll jedoch vorläufig beibehalten werden, zur schnel- 
n Verständigung über den Temperaturbereich in dem 
ie DK wieder auf kleine Werte abfällt. 

- Um nähere Aufschlüsse über die Rolle des Wasser- 
;offs bei der SE zu erhalten, ersetzten HABLÜTzEL [9] 
ı Zürich und später Mason [10] in USA. die beiden 
n Sauerstoff, gebundenen H-Atome in SS sowie alle 
[-Atome der Kristallwassermoleküle durch D. In 
‚bb. 5 ist die Abhängigkeit der DK von der Tempera- 
ir für KNaC,H,D,0, + 4D,O und zum Vergleich für 
(NaC,H,O, + 4H,O dargestellt. Beide Substanzen 
erhalten sich sehr ähnlich, durch das schwere Was- 
sr tritt lediglich eine Verbreiterung des seignette- 
lektrischen Bereichs durch Verschiebung des unteren 
'URIE-Punktes um — 4°, des oberen um +12° C ein. 

BAnTLE [11] stellte ähnliche Untersuchungen an 
(D,PO, an. Seine Ergebnisse stimmen auch quali- 
ativ weitgehendst mit den an KH,PO, gewonnenen 
‚berein, doch sind die quantitativen Unterschiede viel 
tößer als bei SS. Er fand, infolge des Ersatzes von H 
urch D eine Verschiebung des oberen CuRIE-Punktes 
im -+ 90°C (73%) des unteren um + 63°C, ein außer- 
rdentlich großer Isotopeneffekt. Dadurch ergibt sich 
ler experimentelle Vorteil, daß die Umgebung des 
interen Curie-Punktes in den mit flüssiger Luft 
eichter erreichbaren Bereich gerückt ist. Wegen der 
rundsätzlichen Übereinstimmung im Verhalten beider 
{aliumphosphate sind daher in der Folge die meisten 
Intersuchungen über den unteren CurIE-Punkt an 
XD,PO, ausgeführt. In Abb. 6 ist die Abhängigkeit 
ler Koerzitivfeldstärke von der Temperatur für 
XD,PO, und für SS mit und ohne schwerem Wasser 
inander gegenübergestellt. Hier fällt der steile An- 
tieg der Koerzitivfeldstärke mit fallender Temperatur 
jei ersterem in der Gegend des unteren CuRIE-Punktes 
jesonders ins Auge. 

BAntre [11], [12] untersuchte auch gleichzeitig 
ın beiden Phosphaten die Anomalie der spezifischen 
Wärme, den AC-Effekt. Nach Messungen verschiede- 
ner Autoren [13], [14], [15], [16] ist der AC-Effekt 
bei SS an beiden Curıe-Punkten an der Grenze der 
Meßgenauigkeit, sicher kleiner als 1%, was auch mit 
;heoretischen Überlegungen in Einklang steht. Für 
Kaliumphosphat ist jedoch wegen der etwa 20mal 
größeren Sättigungspolarisation ein entsprechend grö- 
Berer Effekt zu erwarten. Abb. 7 zeigt den kalorime- 
frisch gemessenen Verlauf der spezifischen Wärme mit 
der Temperatur für KH,PO, und zum Vergleich den 
aus dem Abfall der spontanen Polarisation berechne- 
ten. Der Verlauf für KD,PO, ist sehr ähnlich, jedoch 
fand weder BANTLE für dieses noch MENDELSORN [17] 
für KH,PO, irgendeine Andeutung einer Anomalie in 
der Gegend des unteren Curık-Punktes. Aus diesem 
Ergebnis und aus dem Anwachsen der Verluste (Abb. 2) 
und der Koerzitivfeldstärken (Abb. 3 und 6) am unte- 
ren CURIE-Punkt kann man den Schluß ziehen, daß 
die Vorgänge bei SS und Kaliumphosphat einander am 
oberen Curie-Punkt zwar entsprechen, am unteren 
dagegen grundsätzlich verschieden sind. Bei SS bei 
dem sich diese Vorgänge bei viel höherer Temperatur 
abspielen, existiert ein echter unterer CuRIE-Punkt, 
bei dem die spontane Polarisation wirklich verschwin- 
det. Beim Kaliumphosphat dagegen bleibt die spon- 
tane Polarisation erhalten und verliert nur die Fähig- 


k 
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keit sich nach einem äußeren Feld einzustellen, sie 
friert gewissermaßen ein. Diese Vorstellung macht den 
Abfall der DK, den Anstieg von Koerzitivfeldstärke 
und Verlusten sowie das Fehlen einer Anomalie der 


€ 
5 + E=SOvolt/em, n= WOOHz E=4 Volt/cm,n=900H2 


0 


7780 700 U) 60°C 
Abb.5. Temperaturabhängigkeit der DK von KNaC,H,O, + 4 H,O (O) 
und KNaC,H,D,0, + 4 D,O (®) (nach HABLÜTZEL). 


spezifischen Wärme am unteren Curie-Punkt ver- 
ständlich und steht auch in Übereinstimmung mit 
einer Reihe weiterer Meßergebnisse. 


Yo 
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200 
Abb.6. Temperaturabhängigkeit der Koerzitivfeldstärken 
(nach BANTLE [11]). 
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Auf die zahlreichen Arbeiten über die elektro- 
optischen [18], [19], sowie die elektromechanischen 
Effekte [20], [21], [22], [23], die auf den hohen Piezo- 
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Abb.7. Anomalie der spezifischen Wärme von KH,PO, (nach BANTLE.[12]). 


moduln der Seignetteelektrika beruhen, kann hier 
nicht näher eingegangen werden. Es sei nur erwähnt, 
daß die elektrooptischen Effekte eine genaue Berech- 
nung der DK als Funktion von Feldstärke und Tem- 
peratur, den Temperatuıverlauf der Sättigungspola- 
risation usw. gestatten und daß man so gute Über- 
einstimmung mit den auf anderen Wegen erhaltenen 
Ergebnissen bekommt. Der sog. spontane Krrr-Kffekt 


läßt wiederum in Übereinstimmung mit den anderen 
Resultaten darauf schließen, daß die spontane Pola- 
risation der Elementarbereiche bei den Kaliumphos- 
phaten unterhalb des unteren CurıeE-Punktes eıhalten 
bleibt [18]. 

Auf die Existenz von sog. Elementarbereichen 
schließt man genau wie bei den Ferromagnetika, weil 
einerseits eine spontane Polarisation beim äußeren 
Felde 0 unterhalb des CurrE-Punktes durch eine Reihe 
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Abb. 8. Aufspaltung des Primärstrahles durch entgegengesetzt 
polarisierte Elementarbereiche (nach QUERYAIN [24)). 


beobachteter Effekte (Anomalie der spezifischen 
Wärme [11], [12], spontaner Kerr-Effekt [18], piezo- 
elektrisch bedingter AE-Effekt [21] gefordert wird, 
andererseits eine makroskopische Polarisation des 
ganzen Einkristalls nicht vorhanden ist. Ferner treten 
bei den Seignetteelektrika ebenso wie beim Ferro- 
magnetismus [4] sog. BARKHAUSEN-Sprünge auf [18], 
[23], d.h. man findet ebenso bei den dielektrischen 
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Abb. 9. Temperaturverlauf der Polarisation (ausgezogene Kurve) und 
Winkeländerung /y zwischen den Ebenen (100) und (010) bei 
KH;PO.. 


wie bei den elastischen und optischen Messungen, daß 
die Hysteresisschleife aus einer Reihe von kleinen 
Stufen besteht, die man ja als das unmittelbare An- 
zeichen für das nacheinander erfolgende Umklappen 
einzelner Elementarbereiche auffaßt. Die Gıöße dieser 
Elementarbereiche ergibt sich aus der Anzahl der 
BARKHAUSEN-Sprünge zu ungefähr 10-!cm Linear- 
dimension. Dieselbe Größenordnung erhält man auch 
ausder direktenBeobachtung der plötzlich auftretenden 
Risse und Sprünge, die bei Abkühlung eines Einkri- 
stalls unter die CuRIE-Temperatur entstehen und beim 
Erwärmen wieder ausheilen. 

Im Widerspruch dazu stehen optische Messungen 
über die Änderung der Doppelbrechung mit abneh- 
mender Temperatur (zitiert bei [24]). Die Doppel- 
brechungsänderung bei der äußeren Feldstärke 0 ist 
nämlich genau gleich dem Mittel aus der bei positiver 
und negativer Sättigungsfeldstärke gemessenen. Bei 
einer geringeren Anzahl makroskopischer Bereiche 
wäre nun bei verschiedenen Meßreihen auf Grund 
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statistischer Schwankungen eine meßbare Unreg; 
mäßigkeit dieses Mittelwertes zueerwarten. Da kei 
Andeutung einer solchen gefunden wurde, kann 
auf eine Lineardimension der Elementarbereiche klein: 
als 10-2 schließen. QUERVAIN [24] versuchte die 
Diskrepanz durch röntgenographischeUntersuchunge) 
anKH,PO, aufzuklären. Er fand unterhalb des CURIH 
Punktes zwei benachbarte Röntgenreflexionslinien en 
sprechend zweier nur durch einen kleinen Winks 
unterschiedenen Netzebenen, deren eine den in da 
positiven c-Richtung, die andere den in der negative! 
c-Richtung polarisierten Elementarbereichen zuzu 
ordnen ist. Abb.8 soll veranschaulichen, wie be 
makroskopischer Größe der Elementarbereiche eine ur 
regelmäßig alternierende Intensität der Röntgenrefle 
xionslinien zu erwarten wäre. QUERVAIN bestimm 
das Auflösungsvermögen seiner Anordnung auf etw 
10cm und schließt, da er keinerlei Intensität: 
schwankungen feststellen kann, auf eine Lineardimer 
sion der Elementarbereiche <10-2cm in Übereir 
stimmung mit den optischen Messungen. Die) Di: 
krepanz gegenüber den anderen Beobachtungen kan 
man sich dann nach QUERVAIN zo vorstellen, da 
eine größere Anzahl von echten einheitlich sponta: 
durchpolarisierten Elementarbereichen von eine 
Lineardimension < 10”? cm zu einem übergeordnete 
Verband zusammengeschlossen sind, der wegen veı 
schiedener mechanischer Verspannungen oder wege 
Wachstumsstörungen gegen einen Nachbarverban 
abgetrennt ist und eine etwas andere Koerzitivfelc 
stärke besitzt. Die BARKHAUSEN-Sprünge wäre 
demnach als eine sprunghafte Parallelorientierung i 
diesen übergeordneten Verbänden zu betrachten. 

QUERVAIN untersuchte außerdem die kristalle 
graphischen Veränderungen der Elementarzelle vo 
Kaliumphosphat. Er fand beim Überschreiten de 
oberen CurIE-Punktes von höheren zu niedrigere 
Temperaturen eine leichte Ausweitung der a,-Achs« 
eine geringe Kontraktion der a,-Achse und eine leicht 
Ausweitung der c-Achse. KH,PO, geht also am CuruI 
Punkt von der tetragonalen in die orthorhombisch 
Kristallklasse über. Bemerkenswert ist dabei die Pi 
rallelität zwischen dem Temperaturverlauf der Defo: 
mation, dargestellt durch die Änderung des Winkels 
zwischen 2 Netzebenen (100) und (010), und der spor 
tanen Polarisation, die in Abb. 9 dargestellt ist. Ei 
weiteres interessantes Ergebnis der Untersuchunge 
von QUERVAIN ist, daß die piezoelektrische Polaris: 
tion oberhalb des oberen CuRıE-Punktes und die spot 
tane Polarisation unterhalb desselben nach Symmetr. 
und Größenordnung mit derselben Deformation de 
Elementarzelle verknüpft sind. Untersuchungen übe 
den unteren CURIE-Punkt wurden nach dieser Methoc 
an KH,PO, nicht ausgeführt, Messungen an dem sel 
ähnlichen KD,PO, jedoch ergaben auch keine Aı 
deutung eines unteren CurRIE-Punktes, der Krista 
bleibt im gesamten Temperaturbereich unter 213° 
orthorhombisch. 

Zum Abschluß des Auszugs aus den experimentelle 
Ergebnissen seien noch Arbeiten von SCHERRER un 
Mitarbeiter [29] erwähnt, die den Einfluß des E 
satzes von Kalium im KH,PO, durch andere ähnlich 
Atome untersuchten. Beim SS ist bekannt, daß al 
Substanzen, in denen eines der beiden Alkaliaton 
durch ein anderes Atom ersetzt ist, nicht seignetteelel 
trisch sind. Im Gegensatz dazu scheinen alle .de 
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'Kaliumphosphat ähnlichen primären Phosphate und 
'Arsenate seignetteelektrisch zu sein, soweit sie tetra- 
‚gonale Kristalle bilden. Die genannten Autoren finden 
SEan KH,PO,, KH,AsO,, RbH,PO,, RbH,AsO, und 
(K, TIJH,PO, bis zu einem Gehalt an Thallium von 
30%. 

IV. Theoretische Überlegungen. 

Die theoretische Kernfrage zur Klärung der SE ist: 
Wie kommt im einzelnen Molekül bzw. im Kristall- 
gitter die spontane Polarisation zustande, welcher Art 
sind die Dipole? Man vermutete zunächst, daß beim 
SS die Kristallwassermoleküle die Dipole bilden; das 
H,0O-Molekül ist ja bekanntlich gewinkelt und sein 
Dipolmoment bekannt. Die Kristallwassermoleküle 
sind mit großer Wahrscheinlichkeit im SS-Kristall 
über sog. Wasserstoffbrückenbindungen an das SS- 
Molekül gebunden, wie es für das ähnliche Oxalsäure- 
Dihydrat von ROBERTSON und WooDWARD [25] nach- 
gewiesen wurde. Man könnte daher auch annehmen, 
daß diese beim Mechanismus im Kristallgitter des SS 
eine maßgebende Rolle spielen, doch sind die Schwie- 
rigkeiten einer Erklärung wegen der komplizierten 
Struktur der Elementarzelle des SS so groß, daß mehr 
als das Aufstellen von ziemlich unsicheren Hypothesen 
auch in der neueren Zeit nicht möglich war. 

Es soll deswegen hier vorzugsweise über diejenigen 
Arbeiten berichtet werden, die eine Theorie der Vor- 
gänge in dem einfacheren Kaliumphosphat anstreben. 
Eine Vorstellung von der Gitterstruktur des KH,PO, 
soll Abb. 10 geben. Die P-Atome befinden sich im 
Zentrum eines Tetraeders dessen 4 Ecken von je 
1 Sauerstoffatom besetzt sind. Diese negativ geladenen 
PO----Tetraeder bilden mit den positiv geladenen K*- 
Atomen ein typisches Ionengitter. Über die Lage der 
H-Atome gibt die Röntgenstrukturanalyse keinen Auf- 


schluß, jedoch muß man sie sich irgendwie zwischen 


den O-Atomen benachbarter Tetraeder liegend vorstel- 
len und die Annahme ist naheliegend, daß sie zwischen 
denselben Wasserstoffbrücken bilden. Huccıns [26] 
hat 1936 in USA. versucht die Potentialkurve einer 
OHO-Brücke zu berechnen. Er legte für die Wechsel- 
wirkung zwischen einem H und einem O-Atom die 
Potentialkurve zugrunde, die man aus den Banden- 
spektren der OH-Gruppe bestimmt hat und überlagerte 
gewissermaßen zwei solcher Potentialkurven (Abb. 11). 
Er fand für O—O-Abstände größer als 2,65 Ä zwei 
Potentialmulden, für kleinere Abstände dagegen nur 
eine (der O--O-Abstand im Kaliumphosphat beträgt 
2,54 Ä). Es hat jedoch nach neuerer Kenntnis! den 
Anschein, als ob die Potentialkurve die den Huccins- 
schen Berechnungen zugrunde liegt, nur in der Gegend 
des Potentialminimum genügend genau bekannt ist, 
nicht aber deren weiterer Verlauf. Die Berechnungen 
von Hucgıss scheinen daher zwar grundsätzlich 
qualitativ richtig, der Grenzabstand von 2,65 Ä aber 
zu groß zu sein, d.h. auch bei O—O-Abständen kleiner 
als 2,65 Ä bestehen noch 2 Potentialminima und damit 
zwei ausgezeichnete Lagen für das Proton. 

Eine ältere von HaAsrLürzeL [9] geäußerte Vor- 
stellung nach der die O—H—O-Brücke gewinkelt ist 
und so das Dipolmoment zustande kommt, wobei ein 
Umklappen der Polarisation in einer Rotation des Pro- 
tons um die O—O-Zentrale bestände, scheint nach 

! Diese Angaben verdanke ich einer mündlichen Dis- 

 kussion mit Herrn Dr. K. Wırrz vom Max-Pranck -Institut 
für Physik in Göttingen. 

Z. f. angew. Physik. Bd. 1. 
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neuerer Kenntnis über die Geradlinigkeit der O—-H—O- 
Brücken nicht haltbar. Man kann sich also das Ent- 
stehen der Polarisation folgendermaßen vorstellen: 
Oberhalb des oberen Curıe-Punktes können die Pro- 
tonen den kleinen Potentialberg zwischen den beiden 
Potentialminima allein auf Grund ihrer Wärmeenergie 
überwinden und wechseln infolgedessen fortlaufend 
ihren Platz. Unterhalb desselben dagegen sind sie in 
der einen Potentialmulde lokalisiert. 
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Abb. 10. Struktur von KH;PO, (nach STEPHENSON, zitiert bei 
SLATER [27]). 


Von dieser Vorstellung ausgehend hat SLATER [27] 
eine Theorie des Mechanismus der SE im Kaliumphos- 
phat auf statistischer Grundlage entwickelt auf deren 
Ausgangspunkte und Ergebnisse hier kurz eingegangen 
werden soll, weil sie in recht guter Übereinstimmung 
mit den meisten experimentellen Tatsachen stehen. 

Nach SLATER befinden 4 
sich die Protonen irgendwo 
auf der Verbindungslinie 
zwischen den O—O-Ato- 
men benachbarter PO,;- 
Tetraeder, und zwar ent- 
sprechendden 2 Potential- 
mulden stets näher an dem 
einen O-Atom. Im Durch- 
schnitt kann man als wahr- 
scheinlich annehmen, daß XP” 11: Hotentialverlanf der 
sich immer 2 Protonen 
dichter bei einem PO,-Tetraeder befinden und so eine 
(H,PO,)"-Gruppe bilden. Gruppen mit 1 oder 3 
Protonen, (HPO,)" oder (H,PO,), würden eine 
höhere Energie erfordern und sind daher sehr un- 
wahrscheinlich. 

Da das Kaliumphosphat eine ausgezeichnete Achse 
hat, besteht die Möglichkeit, daß die Orientierung der 
Wasserstoffbrücken längs dieser Achse eine von den 
anderen möglichen Orientierungen senkrecht zu dieser 
Achse verschiedene möglichen Energie hat. Aus dem 
dielektrischen Verhalten schließt SLATER auf eine ge- 
ringere Energie längs der + c-Achse. Die Entstehung 
der spontanen Polarisation bei niedrigen Temperaturen 
ist so leicht zu erklären. Bezeichnet man eine Anord- 
nung, in der sich alle Protonen näher an den über ihnen 
liegenden PO,-Tetraedern befinden, als in + c-Rich- 
tung polarisiert, eine umgekehrte Anordnung als in 
—c-Richtung polarisiert, so zeigt eine einfache Über- 
legung, daß die Polarisation in dem ganzen betrach- 
teten Bereich einheitlich entweder nach + c oder 
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nach — c orientiert sein muß, weil sonst nicht jedem 
PO,-Tetraeder die richtige Anzahl von 2 Protonen 
zugeordnet werden kann. Bei höherer Temperatur 
dagegen orientieren sich die Wasserstoffbrücken be- 
liebig nach allen 6 Koordinaten, weil so ein Maximum 
der Entropie erreicht wird. 

SLATER stellte weiterhin eingehende Berechnungen 
über den Übergang am Curıe-Punkt auf Grund sta- 
tischer Überlegungen an. Er erhält einen sprunghaften 
Übergang, einensog. Übergangl. Ordnung (phasechange 
of the first arder), ganz im Gegensatz zur LANGEVIN- 
Weıssschen Theorie, die einen Übergang über einen 
größeren Temperaturbereich ergibt, einen sog. Über- 
sang 2. Ordnung. Der experimentell gefundene Über- 
gang steht jedoch nicht im Einklang mit der LAnGE- 
vin-Weissschen Theorie, sondern ist viel steiler. Man 
übersieht diese Verhältnisse am besten in Abb. 12 in 
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Abb. 12. Temperaturverlauf der spontanen Polarisation, Vergleich von 
KH,;PO, und KD,PO, mit der LAnGEviInschen Theorie des 
Ferromagnetismus und der SLATERschen Theorie. 
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der der experimentell gefundene Abfall der spontanen 
Polarisation zum Vergleich mit dem nach der LANGE- 
vin-Weissschen Theorie und dem nach der SLATER- 
schen Theorie berechneten Abfall aufgetragen ist. Der 
experimentell gemessene Übergang ist allerdings nicht 
ganz sprunghaft, wie nach der Theorie SLATERS ge- 
fordert, sondern erstreckt sich über einige Grad, doch 
ist diese Abweichung nur sehr klein und kann leicht 
erklärt werden auf Grund von kleinen Verschiebungen 
der Übergangstemperatur einzelner Bereiche infolge 
von elastischen Verspannungen. 

SLATERS Theorie hat noch ein weiteres interessantes 
Ergebnis. Er fordert eine Zunahme der Entropie am 
Curre-Punkt um 0,69 cal/mol grad. Dies ist unmittel- 
bar verständlich, wenn man bedenkt, daß die Entropie 
ja ein Maß für die Unordnung ist und daß bei Über- 
schreiten des CuRrıE-Punktes ein Übergang von einem 
durch die spontane Polarisation geordneten Zustand 
zu einem ungeordneten erfolgt. Experimentell fand 
STEPHENSON [28] 0,8, BAnTLE [11] 0,47 cal/mol grad. 
Bei dieser großen Differenz, die auf der Schwierigkeit 
einer genauen Messung beruht, stehen diese Ergebnisse 
zumindesten nicht im Widerspruch mit der Theorie. 

SCHERRER und seine Mitarbeiter [29] machen sich 
folgende Vorstellung über den Mechanismus der Vor- 
gänge im Kaliumphosphat und der anderen mit ihm 
isomorphen Seignetteelektrika, die mit der Theorie 
SLATERS in guter Übereinstimmung ist. Schon beim 
absoluten Nullpunkt gibt es auf der O— H—O-Brücke 
2 Potentialmulden; die Lage der Protonen ist dem- 
gemäß unsymmetrisch zwischen den PO,-Gruppen, der 
Kristall ist spontan polarisiert. Die Polarisation ist 
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jedoch eingefroren, sie kann sich nicht nach einem 
äußeren Felde einstellen. Mit steigender Temperatur 
wächst zwar infolge der thermischen Gitterausdehnung 
die Länge der O— H—O-Brücken und damit die Höhe 
der Potentialschwelle, dem entgegen wächst jedoch die 
thermische Energie viel schneller, so daß in einem ge- 
wissen Temperaturbereich — dem seignetteelektri- 
schen — die Verschiebung eines Protons durch ein 
äußeres elektrisches Feld erfolgen .kann. Bei noch 
höherer Temperatur wird schließlich ein Punkterreicht, 
bei dem die Nullpunktsenergie + thermische Energie 
ungefähr gleich der Energie der Potentialschwelle sind. 
Oberhalb dieses Punktes — desoberen CuRIE-Punktes — 
gibt es keine Vorzugslagen mehr für das Proton auf 
der O—-H—O-Brücke, es kann keine Polarisation mehr 
auftreten. Diese Überlegungen stehen qualitativ in 
guter Übereinstimmung mit den experimentellen Er- 
gebnissen. RbH,PO, z.B. hat eine höhere Gitter- 
konstante, dementsprechend eine höhere Potential- 
schwelle und der CuRıE-Punkt wird um 23° C höher 
befunden als beim KH,PO,. Quantitative Aussagen 
wurden keine gemacht. 


Man sieht aus dieser Übersicht, daß in den Arbeiten 
des letzten Jahrzehnts eine Reihe von neuen Ergeb- 
nissen über die SE gewonnen worden sind und daß 
besonders beim einfacheren Kaliumphosphat die theo- 
retische Deutung schon recht weit fortgeschritten ist. 
Von einer endgültigen, alle Ergebnisse umfassenden 
Theorie kann aber noch nicht die Rede sein. Zum Ab- 
schluß seinoch erwähnt, daß im letzten Jahr SCHERRER 
und Mitarbeiter im BaTiO, ein neues Seignetteelektri- 
kum entdeckt haben [30]. Da es einerseits überhaupt 
keinen Wasserstoff enthält, andererseits durch seine 
Eigenschaften als Halbleiter sich wesentlich von allen 
bisher bekannten Seignetteelektrika unterscheidet, 
werden sich bei näherer Untersuchung desselben wohl 
neue Gesichtspunkte zur Frage der SE ergeben. 
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